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El programa de monograffas cientfficas es un aspecto de la vasta
labor de la Organizacién de los Estados Americanos, a cargo del De-
partamento de Asuntos Cientificos y Tecnol6gicos de la Secretarfa Ge-
neral de dicha Organizacibn, a cuyo financiamiento contribuye en forma
importante el Programa Regional de Desarrollo Cientffico y Tecnol6-
gico.

Concebido por los Jefes de Estado Americanos en su Reunién cele-
brada en Punta del Este, Uruguay, en 1967, y cristalizado en las deli-
beraciones ymandatos de laQuinta Reunién del Consejo Interamericano
Cultural, llevada a cabo enMaracay, Venezuela, en 1968, el Programa
Regional de Desarrollo Cientffico y Tecnolégico es la expresién de las
aspiraciones preconizadas por los Jefes de Estado Americanos en el
sentido de poner la ciencia y la tecnologfa al servicio de los pueblos la-
tinoamericanos.

Demostrando gran visién, dichos dignatarios reconocieron que la
ciencia y la tecnologia estdn transformando la estructura econémica y
social de muchas nacionesy que, en esta hora, por ser instrumento in-
dispensable de progreso en América Latina, necesitan un impulso sin
precedentes.

E1 Programa Regional de Desarrollo Cientifico y Tecnolégico es un
complemento de los esfuerzos nacionales de los paises latinoamerica-
nos y se orienta hacia la adopcién de medidas que permitan el fomento
de la investigacién, la enseffanza y la difusién de la ciencia y la tecno-
logfa; la formaciény perfeccionamiento de personal cientifico; el inter-
cambio de informaciones, y la transferencia y adaptacién a los palses
latinoamericanos del conocimiento y lastecnologias generadas en otras
regiones.

En el cumplimiento de estas premisas fundamentales, el programa
de monograflas representa una contribucién directa a la enseflanza de
las ciencias en niveles educativos que abarcan importantIsimos secto-
res de la poblacién y, al mismo tiempo, propugna la difusién del saber
cientifico.

La coleccibén de monograffas cientificas consta de cuatro series, en
espafiol y portugués, sobre temas de fIsica, quimica, biologla y mate-
mitica. Desde sus comienzos, estas obras se destinaron a profesores
y alumnos de ciencias de los primeros afios de la universidad; de éstos
se tiene testimonio de su buena acogida.

Este prefacio brinda al Programa Regional de Desarrollo CientIfi-
co v Tecnol6gico de laSecretarfa General de la Organizacibn de los Es-
tados Americanos la ocasién de agradecer al doctor Enzo R. Gentile,
autor de esta monograffa, y a quienes tengan el interés y buena volun-
tad de contribuir a su divulgacién.



“Die ganzen Zahlen hat der liebe Golt gemacht,
alles andere ist Menschenwerk” (Dios creé los
nimeros naturales, el resto lo hizo el hombre).

Leopold Kronecker
21 de septiembre de 1886
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PROLOGO

La teorfa de ndmeros ha ocupado siempre una posicién peculiar
respecto de las distintas ramas de la matemdtica por su reputacién de
er diffcil vV por estar revestida de un aura de cierto misterio, Eg, sin

embargo, Gnica en cuanto a campo de experimentacién de la imagina-
cién. Como ya lo sefialaron Hilbert y Hardy, la teorfa de nimeros es
fundamental para el entrenamiento matemdtico inicial. Desde el co-
mienzo es aparente su esquema coherente, riguroso y de extrema pro-
fundidad. La teoria de nlimeros no es propia de ningdn nivel educativo
en especial y aun en la escuela primaria su potencialidad no ha sido
realmente evaluada y aprovechada.

Desde hace afios la ensefianza de la matemdtica en todos los nive-
les estd en verdadera crisis: consiste en repetir libros formales con
pobre ejercitacién y, la mayor parte de las veces, falla en suscitar
motivacién. El alumno no pasade ser un mero receptdculo de conoci-
mientos que diffcilmente puede digerir y que lo llevan rdpidamente a
la frustracibén y al fracaso. Su participacién es prdcticamente nula.
En general, el espiritu de la matemstica moderna con sus numerosas
definiciones y esquemas abstractos hace que el alumno desarrolle muy
pobremente su capacidad creadora y de trabajo. Por lo general, los
ejemplos son escasos y muchas veces no existen. La mayor deficien-
cia en la ensefianza, y esto se advierte incluso en la universidad, es
que se aprende teorfa con muy pocos ejemplos, La teoria, los ejem-
plos y la resolucién de problemas forman el tridngulo de equilibrio de
toda ensefianza eficaz. La aritmética representa una opcién excelen-
te para mejorar la ensefianza de la matemd4tica. Su fuerza radica en
la facilidad de plantear problemas de todo tipo de complejidad. E1 re-
solverlos es el ejercicio especifico del aprendizaje.

La aritmética es una ciencia cotidiana, capaz de atraer a cual-
quier persona que posea s6lo un poco de curiosidad. Observemos c6-
mo las revistas de entretenimientos numéricos llaman la atencién de
mucha gente a veces con poca instruccién. ;Por qué no explotar ese
germen de curiosidad que posee la gente joven y los nifios en especial?
Hay que evitar llenar la cabeza de los alummnos con férmulas y teore-
mas sin darles la oportunidad de pensar libremente, invit4dndolos a
imaginar., La verdadera fuerza de la matemdtica es la creacidn: lue-
go, si se quiere, se puede hablar de rigor, formalismo, did4ctica o lo
que sea. La aritmética no termina allf, se puede profundizar ad infi-
nitwn. Ramas bien establecidas generalizan la cldsica teorfa de nd-
meros, como, por ejemplo, la teorfa algebraica de n@imeros, la teo-
r{a analftica, la geometrfa diofantina y geometrfa aritmética. La
misma ciencia de la computacién esun aliado valios{simo para experi-
mentar con problemas y conjeturas, La evolucién de la computacién
ha hecho que la artimética deje de ser una ciencia contemplativa y de
especialistas para transformarse en unaverdadera rama aplicada. La



necesidad de nuevos algoritmos de computacién requiere vastos y pro-
fundos conocimientos aritméticos. Para dar una idea de ello se acon-
seja al lector consultar la colosal obra The Art of Computer Programming,
de Donald Knuth, en tres volédmenes.

Esperamos que esta monografia proporcione al profesor material
para experimentar y lo incentive a realizar una labor creadora que dé
a sus alumnos la oportunidad de participar activamente.



ASPECTOS HISTORICOS

La teorfa de nGmeros o aritmética (del griego arithmos, nGmero)
estudia las propiedades de los nlmeros naturales ¥ = {1, 2, 3,.. } o}
enteros 7= {0, £1, 2, £3,...}. ,;Qué propiedades de los nfimeros
interesa estudiar? Dos propiedades que han dado gran impulso a la
aritmética son las referentes a la existencia de nGmeros primos y a la
divisibilidad de enteros.

Los nimeros primos encierran todo tipo de problemas. Uno de
ellos, por ejemplo, se refiere a cudntos nlrneros primos hay. Euclides
(s. Ill a, de J. C.) dio una demostracién de la existencia de infinitos
primos. Otra pregunta interesantes es saber cudl es el n-simo pri-
mo, o sea dar una f6rmula que para cadan € §, dé el n-simo primo,
Por ejemplo, la fé6rmula n? + n + 41 da un nGmero primo para todo n de
1a 39. Sin embargo, para n = 40 resulta 402 + 40 + 41 = (40 + 1)?, no

primo, vy se demuestra que ningfin polinomio f(X) con coeficientes en-

teros puede satisfacer la propiedad: f(n) es primo para todon € . No
se conoce ninguna férmula satisfactoria que dé el n-simo primo.

Pierre de Fermat infirié que los nmeros 7, = 2" + | eran primos
para todos los n € J. Esta conjetura resulté errénea, pues para n =15,
Euler prob6 que [y es divisible por 641. Sin embargo, hasta hoy no se
sabe si hay infinitos primos de la forma 7.

Desde un punto de vista histérico puede ser razonable recordar el
problema tratado por Pitdgoras (580-500 a. de J. C.) sobre la cons-
truccién de tridngulos rectdngulos cuyos lados poseen longitudes ente-
ras. O sea, se trata de resolver la ecuacibn x® + 3® = z@para valores
enteros de x, yy¥ z. Por ejemplo, 3% + 42 =53, ,.. . Pitdgoras obtuvo
las infinitas soluciones x = 2¢, y=1%- 1y z= t? + 1, donde ¢ es cual-
quier nGmero entero.

Tan remotamente como 500 afios a. de J. C. los chinos conocfan la
propiedad que sip es primo, entonces p divide a 2P - 2 y hasta la consi-
deraban una regla infalible de primalidad, o sea que 'p es primo si, vy
sblo si, p divide a 2% - 2", Hasta Fermat (siglo XVII) se crey6 en esta
propiedad. Fermat prob6 que si p es primo, entonces p divide a 2% - 2
y a partir de este resultado general se observé que el niimero 341 =
=11 + 31 divide a 2™* - 2, de manera que la afirmacién de los chinos
no era correcta. Es claro que para éstos hacer una verificacién hu-
biera sido demasiado improbable dado que el ndmero 2** - 2 tiene 103
cifras.

Se puede decir que el primer estudio sistem&tico de la teorfa de nQ-
meros fue hecho por Euclides. En sus Elementos (Libros VII, VIIIy
IX dedicados a la teorfa de nfimeros) aparece explicitamente el algo-
ritmo de la divisién entera, la obtencidén del miximo comfn divisor a
partir de ese algoritmo, la demostracién de la existencia de infinitos



primos y la siguiente propiedad equivalente a la unicidad de la factori-
zacibn en producto de primos: Sininguno de dos nGmeros o v b es divi-
sible por un primo p, tampoco lo es el producto @ *+ ?, o su equivalente
pla - pimplica pla o p|p.

Aunque puede ser objeto de controversia, se supone que, mis que
creador, Euclides fue un recopilador de cosas conocidas en su tiempo.
No obstante, sus ZFlementoe constituyen la primer obra cldsica sobre
la teorfa de nGmeros.

El primer enunciado claro sobre la factorizacién nica en producto
de primos, es decir el llamado Ieorema Fundamental de la Aritmética,
fue hecho por Gauss en sus Disquisitiones Arithmeticae de 1801.

Mencionemos un resultado que aparece en uno de los Elementos y
que dio lugar a uno de los més antiguos problemas abiertos* en la teorfa
de nmeros, a saber: un ntmero natural de la forma 2° - 1 es primo
si, y s6lo si, el nimero 27! . (2¢ - 1) es perfecto. (Un nGimero natural
n se dice que es perfecto sila suma de todos sus divisores positivos es
2n. Por ejemplo, n=6, n=28, n =496, n= 8128.)

Posteriormente, Euler probdé que si n es un nGmero perfecto par,
entonces tiene la forma 2%+ (2 - 1) con 2® - 1 primo. O sea, los nG-
meros perfectos pares estdn completamente caracterizados. Un
problema aln sin solucién es saber si existen nGmeros perfectos
impares. Otra consecuenciainteresante de este resultado es que plan-
tea la existencia de primos de la forma 2? - 1 (llamados primos de
Mersenne) .

Marin Mersenne (1588 - 1648), monje francés, hizo ciertas conje-
turas sobre la primalidad de ntmeros de la forma: ), = 2" - 1 (nGmeros
de Mersenne). En 1644 Mersenne discurri6 que ), es primo para p =
=2 3,5,7, 13, 19, 31, 67, 127 y 257 y compuesto para todos los otros
Primos menores que 257. Recién en 1947, gracias a las calculadoras,
pudo analizarse esta conjetura. Resulté que Mersenne habfa cometido
cinco errores: Mg, Vv Mas, 70 sonprimos, pero sflo son My, Mas ¥ Myor Que
hablan sido excluidos de la lista,

Igualmente un problema sin solucién ain es saber si existen infini-
tos primos de Mersenne. Nétese que si 2P - 1 es primo, entonces ne-
cesariamente p es primo, pues si p=g-+p, (22)* - 1 siempre es divi-
sible por (2* - 1), Esto es interesante pues es una manera de obtener
en forma efectiva nuevos nfimeros primos. El mayor nimero primo de
Mersenne que se conoce hasta hoy es 2552 _ 1 que posee 25. 962 digi-
tos, Los métodos modernos de computacibén permitirdn descubrir nue-
vos nmeros primos de Mersenne.

Otro matemitico griego que contribuy6 en forma significativa a la
teorfa de nGmeros es Eratostenes de Cirene (276-194 a. de J, C,). La
llamada '"Criba de Eratostenes'' permite determinar todos los nGmeros
Primos menores que un nfimero n dado. Para ello se disponen los nfi-

* abiertos: atn sin solucién,



meros naturales de 2 a n en orden creciente. Si un nimero entero g >
> 1 no es divisible por ningtn primo < /a, entonces ¢ es primo. Por lo
tanto, conocidos los primos p < /7, si en aquel orden se tachan todos
los mdltiplos de p, mayores que p, para todos los primos p </n, que-
dan los primos menores que n. O sea, se hace un '"tamizado''. Es in-
teresante notar que este procedimiento de Eratostenes es un primer
intento de estudiar la distribucién de primos o, equivalentemente, la

densidad de los primos en la totalidad J.

Ya en la era cristiana, como continuacibén de los Flementos de
Euclides, aparece la famosa Aritmética de Diofanto de Alejandria (c.
250), matemdtico griego que vivi6é en Alejandria. Se la considera, ade-
mds, uno de los primeros tratados de 4lgebra por el manipuleo ""alge-
braico' de simbolos. Lo més relevante de la obra de Diofanto son las
ecuaciones del tipo x® - d * y?= %1, y el problema de suresolucién, pe-
ro en nfimero enteros. En general, se puede afirmar que, a partir de
Diofanto, el estudio de la resolucién en ntimeros enteros de ecuaciones
algebraicas constituye el llamado''Anélisis Diofantino', importante ra-
ma actual v particularmente diffcil de la teorfa de ntimeros,

La aritmética, escrita originalmente en griego, fue editada por
primera vez en Europa, en 1621, por Claude Gaspard de Bachet(1581-
1638) en ambos textos, griego y latin. Fue precisamente esta edicibén
la que atrajo a Fermat a la aritmética. Pierre de Fermat, llamado por
algunos el padre de la teorfa de nGimeros, nacié en 1601, cerca de
Toulouse, Francia, y pas6 toda su vida en el sur de Francia, lejos de
los centros europeos importantes,

Fermat trabajé como abogado y juez y tal vez buscd en la abstrac-
cibén y la creacibn matemdtica refugio a sus funciones de jurista. Co-
mo éstas le demandaban gran parte del tiempo, Fermat solia escribir
en los mirgenes de todo libro que llegaba a sus manos. Su copia per-
sonal de la edicién de Bachet de la Aritmética de Diofanto, contenfa en
sus méirgenes muchos de sus famosos teoremas en teoria de nfimeros,
Su hijo Samuel, cinco afios después de la muerte de Fermat, acaecida
en 1665, encontrd esta copia y publicé una nueva edicién de la Aritmé-
tica incorporando las notas marginales hechas por su padre, Interesa
hacer notar que Fermat fue prédcticamente el dinico en todo el siglo XVII
que se ocupd de la teorfa de nfimeros, y eso explica que no hubiera es-
crito en detalle sus resultados y que todas sus publicaciones hubieran
aparecido después de su muerte. Fermat formulé una gran variedad
de problemas y afirmaciones, en muchos casos sin demostracién. Men-
cionaremos, por ejemplo, su famoso '"pequefio teorema' (demostrado
posteriormente por Euler): si p es primo positivo y ¢ es un entero co-
primo de p, entonces p divide a @**-1, o en notacién habitual: o =
= 1 médulo p.

Otro enunciado sin demostracién es el siguiente; Todo nGmero en-
tero positivo es suma de cuatro cuadrados enteros, incluyendo el cero
como cuadrade. Este resultado no fue probado sino hasta 1772 por
Lagrange.

La figura sefiera en la matemé§tica del siglo XVIII fue Leonhard
Euler (1707-1783), quien nacib en Basilea (Suiza) y pas6 la mayor parte



de su vida en la Academia Imperial de San Petersburgo en Rusia y en
la Academia Real de Berlin, Sin duda Euler es uno de los matemdticos
més prolificos. En 1766 qued6 ciego, pero este hecho no interrumpib
de manera alguna su productividad. A los fines de esta introduccibn
histérica el hecho mids saliente de la obra de Euler es haber rescatado
y analizado las contribuciones de Fermat, demostrado la mayorfa de
sus conjeturas y establecido los cimientos cientIficos de la teorfa de
nlmeros, continuada luego con gran maestria por Gauss,

Una conjetura errbnea de Fermat (en una carta a Mersenne escrita
en 1640) es la que afirma que el ndmero (de Fermat!) 22 + 1 es primo
para todo n, agregando que''aunque convencido de su validez, no la po-
dfa probar''!, Posteriormente, Euler demostré que para n=5, el ndG-
mero de Fermat correspondiente es divisible por 641. Curiosamente
el mismo ""pequefio teorema'’ de Fermat (descubierto también en el afio
1640) permite mostrar la no primalidad de 288 + 1 (n = 5). En efecto,
tal teorema da un valioso criterio de no primalidad: si p y ¢ son nime-
ros naturales coprimos tales que P # 1 médulo p, entonces p no es
primo,.

Por ejemplo, sip= 2%+ 1, es claro que 3 y p son coprimos, pues
22 = 1 médulo 3 implica 222 = 1 médulo 3, o sea 288 + 1= 2 médulo 3. Si
se aplica este criterio, se verifica que 32 # 1 médulo 2% + 1, de ma-
nera que este Gltimo no es primo.

Cabe mencionar también que Fermat efectuaba muchas demostra-
ciones por el método denominado ""del descenso infinito'' (descente in-
finie)* que hoyno es otra cosaque elprincipio de buena ordenacién (todo
conjunto no vacfo de nGmeros naturales posee un nfimero minimo).

Todo este forrago de resultados e informacién fue m#s tarde ana-
lizado por Euler, quien fascinado por los enunciados de Fermat, se
consagré a la tarea de demostrarlos no sin antes reconstruir todos los
hechos badsicos que hoy encontramos tan claramente expuestos en los
textos elementales sobre la teorfa de nGimeros,

En el ejemplar de Bachet del libro de .Dicfanto, en una parte donde
se plantea el problema de hallar cuadrados que son surmmas de dos cua-
drados, Fermat escribié: '"Por otra parte, es imposible para un cubo
ser suma de dos cubos, para una cuarta potencia ser suma de dos cuar-
tas potencias o, en general, para un nfimero que es potencia mayor que
2 ser suma de dos nfiimeros que son de esta misma potencia. He des-
cubierto una demostracién maravillosa de esta afirmacibén imposible de
escribir en este estrecho margen''. Simbélicamente, esa proposicién,
hoy llamada el Ultimo Teorema de Fermat o la Conjetura de Fermat (C.F.)
establece que si n es un nimero natural mayor que 2 no existen ntime-
ros naturales x, y v z que satisfagan la ecuacién x®+ y* = 2". Este es
uno de los problemas abiertos méds famosos en matemdtica. Es claro

* El método del descenso infinito puede enunciarse aproximadamente
asl: Si, suponiendo que un problema admite una solucibén entera n > 0,
deducimos que posee una solucibén enterapn! >0, n' < n, entonces el pro-
blema no admite soluciones enteras positivas.



que para la resolucidén de la conjetura de Fermat basta limitarse a ex-
ponentes n = 4 o n = primo impar. En efecto, si la conjetura de Fermat
ha sido probada para un cierto »n, queda automdticamente establecida
para todo mfltiplo, dadoque sim=n . n' ¢ xn + y" = z" implica (x')» +
+ (')P=(2")". El propio Fermat obtuvo una demostracibn para n = 4a
partir de su famoso método del descenso y para n = 3 fue Euler quien
lo demostr6. Uno de loshechos relevantes de la demostracién de Euler
consiste en usar nitmeros complejos de laforma g + b « /-3, donde o y
b son enteros, La totalidad de nGmeros de esta forma constituye un
anillo Z [/-3]. Euler imita la aritmética de 7 en 7 [/~37], pero con la
ingenuidad de suponer que en Z [/-3] esv4lido un teorema fundamental
de la aritmética, es decir, representacibén Gnica en producto de pri-
mos. Pero esto no es asl y el razonamiento de Euler no es correcto,
aunque se puede subsanarparalograr la demostracién. Curiosamente,
errores famosos en el mismo contexto de la factorizacién se produje-
ron més tarde en los mfltiples intentos que se hicieron para resolver
la conjetura de Fermat, errores que, sin embargo, constituyeron los
gérmenes del desarrollo de la teorfa algebraica de nmeros.

En 1820, Gustav Lejeune Dirichlet(matem4tico alemén, 1805- 1859)
y Adrien-Marie Legendre fmatem&tico francés, 1752 -1833) probaron
independientemente la conjetura de Fermat para el siguiente ntmero
primo, es decir n=5. El método de demostracién fue esencialmente
el utilizado por Euler. Quince afios méds tarde el matemdtico francés
Gabriel Lamé (1775- 1870) dio una compleja y extensa demostracibn del
caso n = 7, pero quedaron dudas sobre laposibilidad de extender sumé-
todoa n= 11. La necesidad de introducir nuevas ideas era aparente,
El mismo Lamé, tratando el problema general, retoma una idea de
Lagrange (Joseph Louis, nacido en Turin, Francia, 1736-1813), quien
sefialé la posibilidad de introducir rafces n-simas de launidad en eles-
tudio del Problema de Fermat. Sea, en efecto, w =1y, una raiz n-sima
primitiva de la unidad. Puesto que 5 es impar, se puede escribir »» =
=xt 4yn=xn- (yP=(xty)e (+wey).. (x+wrtey).

Para precisar mejor el contexto en que se estd discurriendo diga-
mos que la adjuncién de w al cuerpo racional § produce una extensidén
algebraica de grado n- 1 sobre { (dado que n es primo). Los elementos
de Q(w) son los ntmeros complejos de la forma aq + 3 » W+ ... + a1 ¢
. wr+l, con g, racional. Dentro de este cuerpo se encuentran los lla-
mados enteros algebraicos de §(w), que resultan ser la totalidad z{w]
de expresiones del tipo anterior, donde los g, son todos enteros racio-
nales. Cabe entonces pensar que la factorizacién anterior tiene lugar
en el anillo 7[w]. Adelantemos el resultado fundamental de Kummer que,
si Zlw] es un dominio de factorizacibn@nica, la conjetura de Fermat pa-
ra elnprimo correspondiente es verdadera., Recién en 1972 se demostré
que s6lo para los primosmenores que 23, Z[w] es de factorizacién Gnica.
Hagamos una observacién respecto al caso n = 3. El anillo de enteros

algebraicos de Q({w), w =l—l—;£i, es la totalidad de complejos de la

forma o + b « w, & ¥y b enteros que, a su vez, coincide con la totalidad

de complejos de la forma g + b « /-3, donde g y b son enteros que po-
2



seen la misma paridad. Este anillo (pero no Z[/-3]) es de factoriza-
cién Gnica. Respecto a este anillo, Gauss da otra demostracién de la
Conjetura de Fermat para n = 3 ycompleta asfla demostracién de Euler.

Una de las consecuencias mds importantes del "Ultimo Teorema de
Fermat'' es haber planteado una cuestién vital para la teorfa de ntme-
ros, mds importante quizi que el mismo Teorema de Fermat, a saber:
i para qué primos p es Z[w,] un dominio de factorizacibén finica? M4s
atn, puede decirse que elmismo problema subsiste para dominios nu-
méricos en general. La factorizacién finica en el anillo de enteros Z
es hasta cierto punto excepcionalyes una propiedad que debe destacar-
se. Es probable que Gauss haya sido el primer matemé&tico con ideas
claras acerca de la unicidad de la factorizacién. En efecto, Gauss pro-
b6 que el anillo z[1] ={a+ b+ 1 |a, b €2 1°=-1} es un dominio de
factorizaci6n vnica. Es el llamado anillo de enteros de Gauss.

La mayor contribucién de todos los tiempos al problema de Fermat
se debe al matemdédtico alemédn Ernst Eduard Kummer (1810-1893). Su
estudio profundo y original de los nimeros ciclotdmicos (o sea de la
aritmética de Z[w]) le permitié6 dar una condicibén suficiente sobre el
primo n para que la conjetura de Fermat sea vdlida. Para dichos pri-
mos, llamados regulares, se sigue la validez del teorema de Fermat.
Digamos que, ademés de los casos n= 3, 5y 7, el método de Kummer
permitié probar la conjetura en el rango 3-100 para todos los primos
excepto tres de ellos (jprimos irregulares!), a saber 37, 59 y 67.

Volviendo a la idea de trabajar con enteros ciclotémicos, imitando
la teorfa que Euler habfa ideado con los ntmeros del tipo g + » + /-3,
Lamé propuso aplicar la '""unicidad de la factorizacién en productosde
primos en zZ[w]" a la resolucién delproblema de Fermat. Digamos que
la propiedad esencial requerida de un dominio de factorizacién fGnica es
la que establece que sia s+ b=¢*» ya y b son coprimos, entonces & = U
«aly b=u'+ b, donde u y u' son elementos inversibles (o sea unida-
des del dominio en cuesti6n). Anteriormente sefialamos que no todo
Z[w) es de factorizacién Gnica y Lamé produjo un gran fiasco al anun-
ciar en la Academia de Ciencias de Paris la solucién, con estas ideas,
de la conjetura de Fermat, y al publicarlas posteriormente en los
Comptes Rendus de la Academia de Ciencias de Paris (Lamé, G. Dé-
mostration générale du théoréme de Fermat sur l'impossibilité en
nombres entiers de 1'équation x* + ¥* = 7*, Compt. Rend., Aecad. Sci.
Paris, 24, 310-314, 1847).

La conjetura de Fermat no ha sido resuelta ain, pero hagenerado
importantes teorfas y dado lugara otros problemas que son, en defini-
tiva, el alma de la matemdtica.

El gran matemético alemé&n Carl Friedrich Gauss (1777~ 1855) en su
obra monumental Disquisitiones Arithmeticae aparecida en 1801, cuan-
do Gauss tenfa 24 afios, fij6 las bases fundamentales de la moderna teo-
rfa de nGmeros. Uno observa que la aritmética antes de Gauss, mds
que una ciencia parece una suerte de hechos aislados y anecd6ticos, y
que Gauss la eleva a su verdadera dimensién cientifica.



Disquisitiones Arithmeticae reline la obra en aritmética de los pre-
decesores de Gauss, pero la enriquece en tal magnitud que sin lugar a
dudas marca el inicio de la moderna teorfa de nmeros. Comienza con
la exposicién de la nocién de relacién de congruencia entera, la teorfa
de residuos cuadrédticos, formas cuadrdticas y cuerpos ciclotémicos.

Fue Gauss quien defini6 la nocién de congruencia de nfimeros e in-
trodujo la notacifn utilizada en la actualidad. Si m es un nGmero ente-
ro positivo, se dice que dos nGmeros g y b son congruentes médulo m si
su diferencia o - p es divisible por m. La notacién de Gauss destaca la
estrecha analogfa con la igualdad

a = p(méd, m)

La definicién de congruencia clasifica a los nimeros enteros segin
los posibles restos en la divisién por m, o sea ¢ = b(mdd. m) si, y s6lo
si, a y b tienen el mismo resto en la divisibn 'entera' por m. Sim=
= pf*...pi* es la factorizaci6n de m en producto de primos, p, # py si
1 # J, entonces la congru?ncia anterior se reduce al sistema de con-
gruencias g = p (mé6dulo 7).

Por ser tan comfn en la matemé&tica actual podria pensarse que és-
te constituye un primer resultado sobre ""localizacién' (reduccibn a las
componentes primas). Digamos que en las congruencias se tiene una
forma efectiva de cdlculo que la computaci6én actual sabe aprovechar.
Por ejemplo, seam=2+3-5+7 =210, Es facilver que g = 5 médulo
210 si, y s6losi, a=p médulos: 2, 3, 5, 7. En particular, si gy b son
nGmeros naturales menores que 210, se tiene que g = » si, y s6lo si,
o = p mbédulos 2, 3, 5y 7, respectivamente. Por lotanto, toda la arit-
mética entre 0 y 210 puede hacerse si se trabaja con enteros médulos
2, 3, 5y 7 (Teorema Chino del Resto).

Gauss considerb asimismo las ecuaciones algebraicas de congruen-
cias F(x} = gx" + ... + @1 X + Go = 0 m6dulo n, donde las g, son enteros,
y el problema consiste en resolverlas mediante soluciones enteras,
Aquf el problema puede reducirse, como se sefialé antes, a la situa-
cién m = p*, p primo. Por ejemplo, la ecuacién f(X) = X* - ¢ = 0 mé6du-
lo m, con a no divisible por m. Cuando dicha ecuacibéntiene solucién en-
tera se dice que @ es un residuo de n-simo grado, y si n = 2, se dice que
esun residuo cuadrdtico. Con anterioridad Legendre habia inventado la

—~ 2 — e o - P P N L e Yl et a] P
11V 1ilipat y ¢ Cualyulcl ClUilcl U LUplllliv Ll ’

\ s L ——— o s [PYRia, I

notacibén (%; para p pri

para designarala funcién (£) = I, si g es residuo cuadrédtico médulo p,
P

y (%) = -1, si g no es residuo cuadrdtico médulo p. Legendre (1785)

ide6, probablemente basado enobservaciones empiricas de Euler (1783),
la siguiente férmula: D

&1 &) = pEE

si p y g son primos positivos impares y la llamé ley de reciprocidad
para regiduos cuadrdticos. Dicha ley, completada con las siguientes
leyes complementarias
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{p primo impar)

permite calcular (£) para cualquier primo p ¥ cualquier entero g, co-
primo con p.

Legendre demostr6 esta ley en una memoria titulada Recherches
d'Analyse Indéterminée (1785), pero, como Gauss afirma en sus Disqui-
sitiones, dicha demostracién esincompleta, pues utiliza sin demostra-
cién el siguiente (y luego famoso) resultado denominado '"Teorema de
los primos en una progresibn aritmética' (T. P. P. A.).

(T.P. P. A.): dados @ y b enteroscoprimos, la sucesiéna+d, a+ 2b,
a+3b,...a +n b, . contiene infinitos primos. Es decir, sigy »
son enteros coprimos hay infinitos primos de la forma g+ n + p. Ca-
be afiadir que Legendre hizo una exposicibn sistemdticay mds comple-
ta de sus Recherches en Essai sur la Théorie des Nombres, obra pu-
blicadaen 1798 y subsecuentemente ampliada en su famosa Théorie des
Nombres. Las investigaciones de Legendre inspiraron en buena me-
dida a Gauss en sus Disquisitiones. Ambas publicaciones fueron du-
rante mucho tiempo las obras de consulta de rigor en la teorfa de nG-
meros,

Gauss asigné gran importancia a la ley de reciprocidad a la que
llam6 Theorema fundamentale theoriae residuorum quadraticorum, vy en
el curso de su vida di6 siete demostraciones completas de ella sin uti-
lizar el teorema de los primos en una progresién aritmética y la lla-
mb6 también Ley de Reciprocidad Cuadrdtica (L.R.C.). Se diceque hasta
el presente se han dado no menos de 150 demostraciones distintas.

La formulacién de Gauss de la L. R. C. es la siguiente: '"Sean p y ¢
primos positivos impares. Si P es de laforma 4m+ 1, entonces la ecua-
cién Xqu (méd. p) admite solucibn si, y s6lo si, la ecuacién X2 = D
(méd. g) admite solucién. Si p esde laforma 4y + 3, entonces la ecua-
cién y@ = g (m6d. p) admite solucién si, y s6lo si, la ecuacién * = -p
{(méd. q) admite solucién''.

La ley de reciprocidad cuadrédtica determina completamente para
cada entero g la factorizacién del polinomio }2 - o sobre los cuerpos
primos 7z, de enteros médulo p. Por ejemplo, si g = 17, el polinomio

¥? - 17 es factorizable en Zy p Primo impar# 17, si, y s6lo si, (1?7 =

= 1. A priori habrfa que analizar los simbolos (1—;) para infinitos pri-

mos p. Sin embargo, la ley de reciprocidad cuadrética dice que (-—1%).
p . 17 p

. (T';") = 1, es decir (_E) = (1—7), por lo tanto el cardcter de ser 17 re-

siduo cuadrdtico médulo p estd determinado por el cardcter de ser p



residuo cuadritico médulo 17. Puesto que los cuadrados no nulos mo-
dulc 17 son 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15 y 16, se tiene que el polinomio ¥° -
- 17 es factorizable en Zpr D primo impar, si, y sélo si, p=1 2, 4, 8,
9, 13, 15, 16, médulo 17.

La ley de reciprocidad cuadrédtica es el resultado cldsico méds im-
portante a partir del cual se desarrolla sistemdticamente la teorla de
nmeros, El esfuerzo reside en obtenerleyes de reciprocidad de gra-
do superior. Por ejemplo, dado un entero % yun nimero primo p ;qué
puede decirse de la resolubilidad de la congruencia y* = k(méd. p)? La
bisqueda de leyes de reciprocidad como también elintentar resolver el
Ultimo Teorema de Fermat han dado lugar a un extraordinario auge de
dos ramas de la teorfa de nimeros: la teoria algebraica de nimeros y
la teorfa analltica de nGimeros, Cabe decir que el descubrimiento de
Kurt Hensel de los nimeros p-4dicos y de los métodos p-4dicos ha en-
riquecido el enfoque y desarrolloc de la aritmética.

Se dijo antes que Legendre, en su demostracién de la ley de reci-
procidad cuadrética, supuso la propiedad de existencia de infinitos pri-
mos en las progresiones aritméticas g+ ns+ p Sig vy p son enteros
positivos coprimos. Este resultado, no demostrado, motiv6 a Dirichlet
a idear nuevos métodos en la teorfa de nGmeros que dieron lugar al na-
cimiento de lo que hoy se llama Teorfa Analftica de NGmeros. Dirichlet
fue un apasionado lector de Disquisitiones Arithmeticae y trat6 de sim-
plificar muchos de los resultados allf contenidos. Los trabajos de
Dirichlet en teorla analftica estdn influenciados por algunos resultados
de Euler relativos a series. Gottfried Wilhelm ILeibniz (1646-1716)
concibib la serie

T 1 -
4

<l
+

1,1
373

Euler, fascinado por este tipo de resultados, llegé a un resultado im-
portante, a saber la serie

2
1 - ]_+1_+1_+.__

6 2% 32
Esta y otras series andlogas lo condujeron a la "funcién zeta"

x
Z(S)=E %!! 8 €R S>l

n=1

y a su famosa f6rmula

Z(S)=2 ?=ﬂa(l-?)'1, s€R s>1

El producto es infinito y p recorre todos los primos positivos,

Cuando s tiende a 1 por la derecha, se obtiene unanueva demostra-
cibn de la infinitud del nGmero de primos racionales, muy distinta de
las ya conocidas.

1
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En forma andloga, Dirichlet defini6 L-funciones L(S, X) como sigue:
Sea Z:‘ el grupo multiplicativo de enteros inversibles médulo 5, o sea
lo que suele llamarse el grupo de unidades del anillo Zn. Sea X : Z;f‘ -
= C* un morfismo del grupo Zi en el grupo de n@meros complejos no
nulos. Un tal morfismo se denomina un cardeter de Zn. En particu-
lar, si X(¢)= 1, se obtiene de modo idéntico el caracter trivial Xo. Un
cardcter X de Zu se extiende a una funcién sobre el anillo Z como sigue

X(-ﬁ): si (n,m) =1
X(n) ={

0, en otro caso
(7, denota la clase de 5 m6dulo ).

Se define, entonces, L(8, X) por la serie

L(s, %) = Z% s€R s>1
HEN

Estas series son absolutamente convergentes para todo g > 1y adem4s
son funciones continuas de g, si g > 1. Dado el cardcter multiplicativo
de X, se deduce una férmula andloga a la de Euler

-1
L(S: X) = T[D ( - ——X(f))> ’ 8 > 1
P

Con estas funciones se establece el teorema de los primos en una pro-
gresién aritmética. Los detalles pueden consultarse, por ejemplo, en
K. Chandrasekharan, Introduction to Analytic Number Theory, Springer-
Verlag, 1968,

Es interesante observar c6mo el andlisis se inserta naturalmente
en la aritmética permitiendo cierto tratamiento global, Los hechos re-
latados mé&s arriba dieron origen a métodos analfticos en la teorla de
nimeros, pero no s6lo de nlmeros enteros, sino de otros dominios nu-
méricos y de funciones algebraicas. La influenciade G. F. B. Riemann
(1826-1866) afianz6 y dib nuevo vigor a aquellas ideas. En una memo-
ria famosa '"Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegeben
Grésse'', de 1859, Riemann extiende la funcién zeta de Euler a todo el
plano complejo y obtiene una funcién analftica con un tinico polo simple
en el complejo 1, intuyendo la verdadera relacién de esta funcién con
la distribucibén de primos racionales.

Denotemos por r(x), x real, el nGmero de primos positives meno-
res que y, Uno de los primeros problemas en la teorfa de nfimerocs ha
sido indudablemente lograr alguna informacién sobre esta funcién. Por
medios empiricos, utilizando sobre todo tablas, se sospeché desde muy
temprana fecha que la funcién r{y) se comporta ""asint6ticamente''como

X
In (x)

la funcién en el sentido que

) (x)
1 AL A
P x/1n (x) (7]



Curiosamente, el comportamiento de la funcién zeta de Riemann en
la recta 1+ ¢ * { tiene que ver con la distribucién de los nfuneros pri-
mos. En efecto, la afirmaci6n [P] es enteramente equivalente a que
Z(1+t +1)#0paratodot €A, La afirmacién LP] se denomina el
Teorema de los MNdmeros Primos y fue demostrada en 1896, indepen-
dientemente, por los matemadticos Jacques Hadamard (1865-1963) vy
Charles de la Vallée-Poussin (1866-1962) francés y belga, respectiva-
mente. Una formulacién equivalente a [P] es que el n-simo primo p,
es asintéticamente igual a nn * 1ln (n). Se sigue del teorema de los nf-
meros primos que, por ejemplo, s6lo el 1% aproximadamente de los
nimeros positivos menores que ¢ son primos.

Un Gltimo punto de esta resefia histfrica se refiere a la resolucibn
de ecuaciones algebraicas, Dado un polinomio (Y, ¥) en dos variables
X e ¥ independientes y con coeficientes enteros, se trata de hallar to-
das las soluciones racionales de la ecuacién F(X, ¥) =0, es decir todos
los pares (y, y) de nGmeros racionales tales que f(x, y) = 0. Geométri-
camente se trata de hallar, dada una curva algebraica en el plano R3,
todos los puntos de la misma que poseen ambas coordenadas raciona-
les. Por ejemplo, en esta monograffa se da la soluci6n completa de la
ecuacibén y% + Y% = 1, que equivale a resolver en nimeros enteros la
ecuacibn ¥ 4+ y2 = 7%

Citemos la ecuacibn fermatiana
r+ 72 =1

La famosa conjetura de Fermat establece que si 5 > 2, no existe nin-
gln punto racional (_x,y), x#0ey#0, en esta curva.

En 1908, el matemd&tico noruego Axel Thue {1863-1922) concibib la
siguiente ecuacién homogénea:

ao)f“+a1X“‘1Y +...+anY“=c (1]

donde: n>3vylos g, (1 =0,..., n) yo son enteros, El miembro iz-
quierdo de [ 1] es un polinomio homogéneo de grado n en las variables
X e Y con coeficientes enteros. Si este polinomio es ivreductible, en
el sentido de no ser factorizable enproducto de dos polinomios con coe-
ficientes enteros de grado inferior a 7, el teorema de Thue establece
que la ecuacién [ 17 admite 8dlo un nimero finito de soluciones enteras.
Se sigue, en particular, que para cada entero o y n> 2, la ecuacién
P + ¥ = o admite s6lo un nGmero finito de soluciones enteras.

En 1922, el matem&tico inglés L. J. Mordell enunci6 una famosa
conjetura sobre el nimero de soluciones racionales de curvas algebrai-

cas:' Si 7(x,7) =2 a“X*Y’ es un polinomio con coeficientes racio-
1o

nales, se define grade de f(J,y) como el maximo valor { + f de los tér-
minos a,”){‘yj con g, # 0. La conjeturade Mordell establece "aproxi-
madamente'' que si el grado de wuna curva algebraica F(¥,¥) = 0 con
coeficientes racionales es mayor que 3, entonces la mismaposee a lo
sumo un nGmero finito de puntos racionales. Se dice "aproximadamen-

13
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te'" porque la curva debe satisfacer condiciones de regularidad. (La
afirmaci6n precisa establece que una curva proyectivano singular, de-
finida sobre el cuerpo racionaly de género mayorque 1, posee a lo su-
mo un nGmero finito de puntos racionales).

En 1983, el matemitico alemdn Gerd Faltings probé la validez de
la Conjetura de Mordell. Se sigue, en consecuencia, que para cada n=
2 3, la ecuacién fermatiana I» + ¥» = 7» posee s6lo un nfimero finito de
soluciones enteras, lo cual desde Kummer representa sin duda el ma-
yor avance en la resolucién del problema de Fermat, La interrelacién
bosquejada entre aritmética y geometria forma parte de una nueva ra-
ma de la geometrfa, denominada Geometrfa Diofantina.
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Richard Dedekind (1831-1916)
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David Hilbert (1862-1943)
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Emil Artin (1898-1962)
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DIVISIBILIDAD EN EL CONJUNTO £ DE ENTEROS RACIONALES

Sean @ y b enteros. Seaa #0.

2, 1. Definicibn. Se dice que ¢ divide a b o que @ es factor de D, o
que @ es divisor de b en Z, si existe ¢ € Z tal queb =a * ¢. Eneste caso,
también se dice que b es mdltiplo de @ o que D es divisible por a. Esto
se denota con el simbolo a| bycona f b 1a negacién de a | B.

2.2. Ejemplos

1. Sia #0, ala v a|a * ¢ cualquiera que seac €2, enparticularCL|CL2
yala® ..., ala®, sinew,

2. cualquiera que sea x €2, 1xy -1]zx,
3. sia £ 0, a|-a y -a|a, también a|o.

sia 0, al|la] v |a]]a.

'S

Se sigue que todo @ # 0 posee por lo menos los siguientes divisores:
1, -1, a, -c
A tales divisores de @ los llamaremos divisores impropios de @. Si
existen divisores de & que no son impropios, los llamaremos propios.
Por ejemplo, 2, -2, 3, -3 son divisores propios de 6, en tanto gque 2,
3, -2, -3, 4, -4, 6, -6 son divisores propios de 12.
5. a €W, a] 12a= 1. En efecto, 1=a+ b, b€V, Sidb=1, enton-

cesa =1, Sib# 1, por ser nmero natural b >1. Porlotanto a* b>a,
es decir 1> g, lo que es absurdo,

2. 3. Ejercicios

1. a, b, ¢ €Z. Probar que sialby ble, entonces alec.

2.0, b&€Z, Probar que sia|by bla, entoncesa =boa = -b.
3. Sia €7, a[ 1, entoncesa = 1loa = -1

4, Sia|b ya|c, entoncesalb + e ya[b -C.

5. Sialb+cya|b, entonces alc.

Nota: La designacién Z para los nmeros enteros proviene del vocablo
aleman Zaghl (= nimero).

15
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6. (Es cierto que si Glb * ¢, entonces alb o alc?
.Es cierto que si a]b + ¢, entonces alb o a|a?
¢Es cierto que sia|b y ¢|?, entonces ase|b?

7. Probar que a|b si, y sélo si, a||5].
8. Probar que al|b si, y sélo =i, |al]®.
9. Probar que alb si, y sblo si, la|] lbl .

10. Probar que para todon €V, 4" - 1 es divisible por 3. (Solucién.
Razonando "inductivamente'', si7n = 1, se trata de ver si 4> - 1 es divi-
sible por 3. Esto es cierto. Supongamos cierto que 4" - 1 es divisible
por 3. Se tratari de probar que 4" . 1 es divisible por 3. Para ello
se escribe:

4™ 1 = 40 4+ 4-1 = 4442 1)t3

4" _ 1 es divisible por 3, al igual que 4 * (4" - 1); adem4s, 3 es divisi-
ble por 3, por lo tanto la suma 4 « (4" - 1) + 3 = 4" _ ] es divisible por
3. Esto prueba la validez del paso inductivo y la afirmacibén es, en
virtud del Principio de Induccién, valida cualquiera que sea n.)

11. Probar que para todon €N, 3% + 272 o5 mailtiplo de 7. (Solu-
cibn, Paran= 1, se tiene 3% + 2% = 27 + § = 35 = 7.5 y la afirma-
cibn es valida. Sea, entonces, vilida para? y se probari paran + 1.

Se escribe:

32.(n+:L)+1 + 2(n+1)+2 = 33n+1+s + 2n+2+1

en+1 n+e

=3 . 32 + 2 v 2 =
- 32 A (32n+1 + 2n+2) _ (32 . 2) . 2n+2 =
- 32 . (32n+1 + 2‘ﬂ+2) -7 . 2n+2

y de aquf resulta inmediatamente la validez de la afirmacién paran + 1
vy, por lo tanto, la misma es cierta cualquiera que sean €JV.)

12. Probar que cualquiera que sean €N
i) 3%% + 21 o5 un maltiplo de 11,

+ 2« g®* g miultiplo de 17,
iti) 2®71 « 32 + | es divisible por 11,
iv) 3™2 _ 81 - 9 es divisible por 64,

v) 55" + 45%2 4 350 o5 Jivisible por 11,
vi) n® - 2 no es divisible por 3.

ii)

2n+1

13. Probar que cualquiera que sea 7 €V, el nimero 7 -48n -7

es divisible por 288,

14. Probar que cualquiera que sea 7 € ¥, el nfmero 3 « 51 + p3+2

es divisible por 17.



15. i) Seanm, @1,..., @, enteros positivostalesque m =a1 +... +a,.
Probar que

mt

———————s ey
al agl ... Gp!

(Sugerencia., Expresar la fraccidén como producto de nmeros com-
binatorios. )

ii) Probar que Vm € ¥, el producto de M enteros consecutivos, es
divisible por m!

iii) Probar que sim, n €, entonces (Mn)! es divisible por (m!)* ¢ n!

(Solucibn, Razonemos inductivamente en n, Para n = 1 se cumple.
Entonces:
(mn + 1)) = m)tm+1)... (mn +m)
(m e o+ 1) ()t e nt eml (4 1)
mnt) MmE*n+1... mntm- 1)
(mi) e nt (m - 1)t

Por hipbtesis inductiva, la primera fraccién es un entero y la se-
gunda es un entero por ii.)

iv) Probar que (n1)? divide a (2n)! y @n)! es par,

(n1)®
v} Probar que si n,m € F, entonces (2m)! * (2n)! es divisible por
mbent e (MmNt

vi) Seana,n, % €. Probar que a®** _ 1 es divisible por a® + ¢l
vii) Calcular a y b, sabiendo que (@ + »)°= 2304 y que a® + »°® = 1250.
viii} Para qué valores de 7

n - 2 divide a 2n,
n - 2 divide a n + 2,
n - 2 divide a n° - 3,

ix) Se quiere embaldosar el plano con poligonos regulares igua-
les colocados de manera tal que los poligonos adyacentes tengan un
solo lado en comfn., Cudl es el niimero posible de lados de los polf-
gonos? (Respuesta: 3, 4, 6.)

17. Probar que no existen enteros positivos a, b, ¢, n, con ¢ = 1,
tales que a® + D" = ¢®, (Sugerencia, Supongamos ¢ 5 b <c, Entonces
b+ 1% cy, por lo tanto, (b + 1)" S ¢* o sea P+nedr+ ... <c" Por
lo tanto, a* & 2* <n +P*F < c® | B =at,)

18. Probar que:

i) 1 sumado al producto de cuatro enteros consecutivos da un cua-
drado;

17
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ii) 1 sumado al producto de dos enteros impares consecutivos o de
dos enteros pares consecutivos da un cuadrado.

iii} El producto de cuatro enteros positivos consecutivos no puede ser
un cuadrado.

19, i) SeaS : ¥~V la aplicacién definida por: J (n} =g— si n es par,

Jny=3n+t1sinesdelaforman=445+ 1y f(n)=3n- 1sinesdela
forma n = 4% + 3. Probarque paratodo nn € ¥ existe { € N talque S '(n) =
= 1. Notacién:J/' denota la composiciénde J con simisma ? veces. Por
ejemplo: 7220~ 105 - 16~-8—"4~-2~1,

n
ii) SeaJ : ¥ = /¥ la aplicacién definida por JS(n) = g si n es divisible

por 3, f(n)=2n+ 1sines de la forma n = 3% + ly/f(n)=2n- 1sines
de la forma n = 3% + 2. Probar que para todo 7 € ¥ existe t € ¥ tal que
sin) =1

iii) Inventar otros ejemplos.

iv) Un caso dificil: Algoritmo de Siracusa. SeaJ :N = N definida por

J(n) =-721 sines par yJ/(n) =3n+ 1sines impar. Es un problema aln

no resuelto saber siparatodo n € N existe ¢ € ¥ tal que /'(n) = 1. Com-
probar paran =31y n=41. (Ha sido verificado afirmativamente para
todos los n < 2%%,)

20. Sea ¢ un entero impar. Probar que:

i) a® - 1 es divisible por 8;

ii) a* - 1 es divisible por 16 y

iii) para todomn €W, a® - I es divisible por 2**2,

21. Probar la siguiente afirmacién: el producto de dos nimeros que
son suma de dos cuadrados es un nimero que es suma de dos cuadrados.
(Sugerencia, Usar nimeros complejos @ +2 * L y la propiedad multi-
plicativa de la norma V(e + b + 1) = a® + b%),

22. Probar que para todo 7 € ¥, el ntimero (3 +/5)°+(3 -/5)" es en-
tero divisible por 2".

2.4, Nameros Primos - Definicién. Se denomina nidmero primo a
todo nimero entero que posee exactamente cuatro divisores. O sea, si
2 es el nimero, sus divisores son: 1, -1, @ y -@, todos distintos entre si.

Esta definicién puede parecer artificial, pero no lo es y, en todo
caso, equivale a la dada en 1927 por Edmund Landau en su famosa
"Teorfa Elemental de Ndmeros''.

Un nimero que no esni 1, ni 0, ni -1, se dird compuesto si no-es
primo.

Dos nGmeros @ y b se dirdn coprimos o primos entre sf si satisfa-
cen:



dlayd|ldb=d = 10d = -1

Por ejemplo, si P y g son dos nimeros primos positivos distintos, p y
g son coprimos. En efecto, los divisores de p son 1, -1, p, -p, en
tanto que los de g son 1, -1, ¢, -¢. Los {nicos factores comunes a p
yag son ly-1. En cambio, 6 y 15 no son coprimos, pues 3 es divi-
sorcomGny 3# 1y3#-1.

2.5. Ejemplos

1. 1 no es primo, pues posee sdlo dos divisores: 1y -1;
-1 no es primo, pues posee sblo dos divisores: 1y -1;
0 no es primo, pues posee mas de cuatro divisores (cualquier
entero no nulo divide a 0).

2, 2, 3 y5 son nGmeros primos, pues tienen cuatro divisores.

3. 3 es primo. En efecto, @ * =3 ya > 1implicand > 0 y, por lo
tanto, 3=a * b> 1+ b=p, conloquedb=1o0b=2. Sib=2,2>1im-
plica@ 2 2y, por lo tanto, 3 =2 « 322 +» 2=4, lo que es absurdo. Se
sigue que b= 1, conloque @ =3. Siad <0, se escribe 3 = (-a) * (-d) y
se vuelve al caso anterior, por lo tanto -@ = 1 o -@ = 3, es decira = -1
oa = -3, Los divisores son los impropios. 3 es primo.

2. 6. Proposicién. Sean @, b y ¢ nilmerosnaturales. Entonces, g =
=bescimplicabsaye=a,

Demostracidén. Tratindose de nGmeros naturales:

1£p%, porlotantoc » 1¢c + b, oseac sa,
l1<e¢, porlotantob * 1) s c, o seabd =a,.

2.7. Proposicién. Seaa €2, Sia# 1, -1, 0 ya no es un nGmero
primo, existe t €V talque 1<¢ < |a]| y ¢|a.

Demostracién. Seaa =7 8, con7# 1, -1, ¢, -a, Tomando valor

absoluto, resulta l0-| = IT'l . lSI En virtud de la proposicibn anterior,
1s|r| s |e|. Pero, siendor # 1, -1, @, -a, se cumple que 1< |r] <
< G‘. Finalmente, dado que 7 divide aa, t = |7‘| es el factor que se

buscaba. Esta proposicién se utilizari repetidas veces. Con las mis-
mas hip6tesis, se sigue, ademis, la existenciade ¢ty y ¢ €N, tales que
1<%, < [a|, t,la, =1, 2. (En el caso de [al s pe, D primo, ¥ =tz =
= |pl.)

2. 8. Teorema. Todo entero distinto de 1y -1 es divisible por un
nGmero primo.

Demostracién. Razonemos por elabsurdo. Supongamos que exista
un entero # 1, -1 no divisible por ningn primo. Es claro que sit¢ es
tal entero, ltl tampoco es divisible por ningln primo. Pero esto dice
que hay enteros positivos # 1 no divisibles por ningn primo.

Por lo tanto, si llamamos & al conjunto de enteros positivos #1 no
divisibles por ningén primo, se sigue que # # ¢. Es claro que 1 ¢H,
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pues lo hemos excluido desde el principio. Por B.O. (Buena Ordenacién)
de NV, se sigue que H posee un primer elemento ¢ (¢ es el menor entero
positivo # 1, no divisible por ningtn primo).

Esti claro que ¢ no es primo, pues de otromodo glg v ¢ seriadivi-
sible por un primo. Por lo tanto, se sigue de la proposicidén anterior
que existe ¥ €V, 1<% < g tal que 4|g.

Pero 1<% < g implica A ¢H y, por lo tanto, % es divisible por un
primo p. Como Rig, se concluye que pig, lo que es una contradiccibn,
que provino de suponer la existencia de enteros # 1, -1, no divisibles
por primos. Se deja como ejercicio probar que todo entero distinto de
0, 1, -1 es producto de primos.

2.9. Teorema, Existen infinitos primos en 2,

Demostracién. Razonemos por el absurdo, suponiendo que haya lo
sumo un nGmero finito de primos. Sean éstos A1, Pz,..., Pr. O sea,
cualquier primo en Z es alguno de los p;. Formemos el nimero entero

H;‘:q_pl = D1 *DPz... D

producto de todos los primos p1, Pa,..., Px. Entonces (H],‘:l D)t 1 es
es un nimero entero que no es ni 1 ni -1 (;por qué?). Por lo tanto, es
divisible por un primo ¢. O sea

a) ¢ |(Ms= Ps) + 1
pero como ¢ es uno de los Py

b) ¢ lnl;q 2
De {a}) y (b) se deduce que

g1

por lo tante, ¢ = 1og = -1, lo que es absurdo (pues ¢ es primo). Se
concluye que hay infinitos primos en Z.

2. 10. Criterio para Encontrar Primos (Criba de Erat6stenes). Sea
a €N, a # 1, entonces @ es divisible por un primo positivo. O sea, el
conjunto de primos positivos que divide a @ es no vacfo, y posee, por
lo tanto, un elemento minimo que se denota por p.

Es asfque @=p ¢« X, Sia no es primo, entonces 1 <X y, por el ca-
racter minimo de P, debe ser < X. Porlotanto, P < Ximplicapzspx =
=a, Por lo tanto P </@. Se ha probado, entonces, que un nimero en-
tero @ > 1 no es primo si, y s6lo si, es divisible por un primo p >0
tal que P2 = Ja.

Este resultado se aplica para construir, para cada ¥ > 1, una tabla
de todos los primos positivos < /. Para ello es necesario conocer to-
dos los primos £/#. Escritos los nimeros @, 2 £ a ¥, por cada pri-
mo positivo P, P < /¥ se tachan todos sus maltiplos 7P, 7" =2 2, en esta
enumeracién. Los nGmeros que quedan sintachar son exactamente los



primos positivos menores que /. En algGnsentido se ha hecho un '"ta-
mizado' y este procedimiento se denomina la Criba de Eratbstenes.
Por ejemplo, siM¥ = 49, el esquema de la Criba es el siguiente:

2 3 45 £ 7
A A1 111713
¥4 19 1 17 18 19
BB EY 2E 23 24 48
26 21 £8 29 BF 31
BE BB BA 2B 26 37
BB S AD 41 AL 43
AA AB A6 47 A8 AP

2. 11. Ejercicios

- {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47}

1. ;Cuiles de los siguientes nimeros son primos:57, 91, 97, 113,
143, 187, 221, 223, 289, 589, 593, 607, 701, 943, 961, 1003, 1009?

2. Probar que si n> 2, existealmenos unprimo ptalquen <p <n!

3, ¢Cuil es el primer primo en la sucesidén natural de primos 2,
3, 5, 7,..., Pa, tal que TMym P3 + 1 no es un nimero primo?

4. Probar que todo nimero primo impar puede escribirse como
diferencia de dos cuadrados consecutivos., Ejemplos: 3 = 2°- 1%, 5 =
=32 _ 2% 7=4%_3%

5. Probar que todo primo de la forma 3% + 1 esdelaformaém + 1,

6. Probar que hay infinitos primos de la forma 4m+ 3 y 6n+ 5.
Mas diffcil: hay infinitos primos de la forma 4% + 1. Nota. Cabe men-
cionar el gran Teorema de Dirichlet (de 1837) que establece que sid y
b son enteros positivos coprimos, la progresién aritmética ¢ + n + 2,
n=1 2,3, 4,... contiene infinitos primos. Este teorema se suele
llamar el teorema de los primos en progresibn aritmética y de €l se
sigue que hay infinitos primos de la forma 3% + 1, 54+ 7, 6K +13,... .
Pregunta: ¢Habri infinitos primos formados por s6lo unos?

7. Probar que no hay progresiones aritméticas @ + nb, n =
=1, 2, 3,... que consisten exclusivamente en nGmeros primos.

8. Probar que 3, 5, 7 es la Gnica terna de nGmeros primos posi-
tivos impares y consecutivos.

9. Probar que ningin ndmero primo de la forma4m *+ 3 puede ser
suma de dos cuadrados. Verificar que los primos menores de 100 de
la forma 4m + 1 son suma de dos cuadrados, Nota, Es posible probar
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que un nimero primo impar es suma de dos cuadrados si, vy s6lo si, es
de la forma 4m + 1.

10. Sea p, el n-simo primo. Probar que ninguno de los ndmeros
Po=py * pa... p, + 1 es un cuadrado perfecto.

11. Probar que para todo 7 existen " enteros consecutivos com-
puestos. (Sugerencia. Sid=(n+ 1})!+2, A4+ 1, 4+2,....)

12. Probar que no existeningln polinomioJ (X} =g 4" +apu I* 2+, .. +
+ @ X + ag con coeficientes G1 enteros y de grado positivo (o sea n 2 1)
tal que J (%) sea primo para todo n. A manera de compensacibn, veri-
ficar que el polinomio J(X) = X2 + X + 41 satisface J (1) primo para todo
n, 1sn=<39. Nosesabesi este polinomio daorigen a infinitos primos.

13. Hallar el menor 7 tal que el polinomioJ ({)= X* + X + 17 sea tal
que /() es compuesto. Hacer lo mismo con los polinomios X% + 214+ 1,
347 43X + 23 y 24° + 29.

14. i) Probar que si” €V, entonces 2" - 1 es primo sblo si N es
impar on = 2,

ii) Probar que si % € ¥, entonces 2" -1 es primo 86lo sin es primo.

15. i) Probar que si 7 €V, entonces 2" + 1 es primo s8lo si N es
una potencia de 2.

ii) Sea n €N. Se llama niinero de Fermat de orden 7 al nmero Fo =
=2 + 1. SiFf es primo, se dice que es un primo de Fermat.

iii) Probar que si n# m, entonces #, y F son coprimos. Esto per-
mite otra demostracién de la existencia de infinitos primos en Z,

Nota: Los Gnicos primosde Fermatque se conocen sonfy =3, Fi = 5,
Fa=17, Fyg=257 yF, = 65637. El ntmeroFs = 2¥ + 1 no es primo.
Euler prob6 que 641 es un divisor: 2%+ 1 = 4294967297 = 641X 67004 17.
Una de las propiedades relevantes de los primos de Fermat se refiere
a las construcciones geométricas con regla y compés: Elpoligono re-
gular de n lados, 7 primo, es construible conregla y compas si, y sé-
lo gi, " es un primo de Fermat. Asf elheptigonono es construible con
regla y compés, pero si lo es el heptadecidgono (17 lados). Laparte g7
del teorema anterior fue demostrada por Gauss y publicada en sus Die-
quisitiones. Sin embargo, en esa obra Gauss enuncia con toda genera-
lidad la condicién necesaria y suficiente para la construccién del poli-
gono regular de 7 lados. La condicién es que n debe ser una potencia
de 2 por primos de Fermat distintos entre sf. El gran logro de Gauss
se refiere, sin duda, a la construccién del poligono de 17 lados que ilu-
mina completamente la situacién general. Lo que es realmente intere-
sante de sefialar es el hecho que un problema geométrico tenga una
solucién totalmente aritméticaq.

lé.n_ Probar inductivamente que 8i D, es el n-simo primo, entonces
Py £ 2% 7. Este resultado puede mejorarse mucho si se recurreal lla-
mado Postulado de Bertrand enunciado por Bertrand y probado por
Tchebychef en 1850, que establece que si 7> 1, entonces existe siem-



pre un primo P que satisface n <P < 2n. A partir de este postulado,
probar que p, < 27, n> L

2. 12. Complemento

1. Un problema famoso relativo anfimeros primos, de cardcter dis-
tinto al de los problemas usuales, es la llamada conjetura de Goldbach,
Christian Goldbach (1690- 1764), matemético alemén que ocupé una posi-
cibén importante en la Academia de Ciencias de San Petersburgo, man-
tuvo correspondencia con Euler durante muchos afios. En una carta
enviada por éste a Euler en Berlin, hacia la conjetura que todo nimero
par mayor que 4 era suma de dos primos impares. FPor ejemplo: 6 =
=34+3,8=3+5, 10=3+4+7, 12=5+7... . Hay sobrada evidencia
numérica sobre la posible veracidadde esta conjetura, sinembargo si-
gue siendo en la actualidad un problema no resuelto atn. Cabe notar
que si la conjetura de Goldbach es cierta, entonces todo n@imero impar
mayor que 8 es suma de tres primos impares.

En 1934, el matematico ruso I. M. Vinogradov demostrd la exis-
tencia de un entero 7, con la propiedad que todo nimero impar mayor
que Ny es expresable como la suma de tres primos impares. Laconje-
tura de Goldbach constituye un problema de la teorfa aditiva de nime-
ros. Esta teoria tiene por objeto determinar, dado un conjunto & de
nGimeros, ;qué nimeros enteros son expresables como suma deun nG-
mero fijo de elementos de §? Porejemplo, enla conjetura de Goldbach,
S es el conjunto de primos positivos o primos positivos impares. Otro
resultado de la teorfia aditiva de nireros es el célebre Teorema de
Lagrange, que dice que todo entero positivo es suma de cuatro cuadra-
dos en Z.
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ALGORITMC DE DIVISION EN Z

3.1. Teorema. Existencia del Algoritmo de Divisién (AD) en Z.
Seanay b€Z, b>0. Entonces:

AD1) Existen enteros ¢ y 7 tales que

a=brg+r, con0sSr<h,

AD2) Sia=brg+r, con0sr<p, y

a=bsg'+r, con0sr<p,
entonces ¢ = g'y r=r',

g y " se denominan, respectivamente, el cociente y el resto de la divi-
si6n de @ por D, Parte AD1) asegura la existencia del cociente y del
resto, Parte AD2) establece la unicidad de los mismos.

Demostracidén. ADI1) Sea N, =¥ U {0}. Ny, no es otra cosa que la
""semirrecta entera'' a la derecha, de origen 0, o mds corrientemente,
es el conjunto de nimeros naturales con el 0 agregado. ¥, es un con-

junto bien ordenado,

SeaL = {a - &+ blk € Z] 1a totalidad de enteros de la forma a-% *
* b para algiin % € Z,

Como ejemplo, se indican casos de nimeros pertenecientes a L
a=a-0+b€L,
a-b=a-1Db¢€L,
a+b=a-(-1) bEL.
0 €L si, y sélo si, bla,
L =2 si, y sblo si, b= 1.
Se afirma que
LN # o (%]
En efecto:

si 0 =2, entoncesa - 0« b=a €L NV,

si @ <0, entonces 0 < -a, ycomo 0<bes0=Db- 1,
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Por lo tanto 0 s (-a) * b - (-a)=g-0a * b €L NN, Queda probada nues-
tra afirmacién [*]. Puesto que L N ¥, © ¥, yV¥,es bien ordenado, L NN,
posee un elemento minimal 7. Las propiedades de 7 son:

r =a-qg°*bd paraalgin g € Z,

0 £recl,, oseaa =g+ b+r, O<sr.

Quedarfa por ver que 7 < b. Razonemos por el absurde, suponiendo
bsresr=»%+(r-b). Entonces

@ = qgebtr = (g+1)sd+(r-»n
b<r implica r-bz20

conloque7r - » €L NV, Debe ser, pues, " <7 - b, o sea b <0, lo que
es absurdo. Se sigue que r < b y ADI) queda probado,

AD2) Sean:

a = qgeb+r, 0=<r<p;

a gt b+, 0sprt <p,

Por lo tanto, (g - ¢') * ®=7r' - r y tomando el valor absoluto
= lg - gl 2= |r-r
Sig#4q', lg -g'| >0, entonces lg - ¢'| = 1, por lo tanto
lrt-r] = lg-q'| 222 (o]
Por otra parte, 7 2 0 implica -r<0yasir -rsr'<d
r<bsb+r implica -b<r'-r,
Entonces -b < r' - r<b, es decir lr" - r| < b, lo cual contradice [#%],
Debe ser, pues, |q - g'l =0, conloqueg =¢g' y7=7r'. El teorema ha
quedado demostrado,
3.2, Ejemplos
1. a=4231, b=17
4231 =7 X604 +3, g =604, r=3
2. a=-4231, b=7
<4231 =7 » (-604) + (-3) =7 s (-605) + 4

g = -605, r =14,

3.3. Corolario. Sean2y b€ Z, 2# 0, Existen, entonces, Gnicos
enteros ¢ y rtales que a =b* ¢ +r, con0=r< |b|.



Demostracibn., Seang y r tales que 2 = |b|* ¢ + r, con0 s r< |2].
Entonces, si > 0 no hay nada que probar. Si b <0, entonces lbl =.b
v puede escribirse

a = ber(-g) + r, con0sr<|pl,

La unicidad es inmediata,

3.4. Corolario y Definicifn, Sean @ y b enteros, b# 0, Seang y r
talesque a =¢ * b+ r, 0sr < |b|. Entonces bl|a si, y sélo si, » = 0.

Demostracién., Sir =0, es claro que b|a. Recifprocamente, sea
a=qg'* b Setiene:

a =geb +r, 0sr<|b|y
o =g b+ 0

0, Queda demostrado el corolario,

Por unicidad debe ser

Definicién, Un nGmero entero M se dice par, si 2|m, e impar, si
2fm.

3.5, Ejercicios
1. Probar que ningdn 7 € V es par e impar a la vez.
2. Probar que paratodo 7 € ¥, n es par si, y s6lo si, n° es par.
3. Probar que n € ¥ esparsi, ysé6lo si, para todo J € ¥, n’ es par.
4, Cudles de los siguientes nmeros enteros son pares, n € N?
i) 3+n°+1,
ii) nes (n+1),
i) n-1) (0t 1),
iv) n° - n,
v) (1T e 3+ (-1 .3,
vi) ne* 3n+ 1),
vii) (n+ 1) * (5n + 2).

(En los casos en que la respuesta sea negativa, indicar si hay valores
de n para los cuales los ndmeros anteriores son pares),

5. Probar que hay dos {inicos primos pares.

6. Probar que todo primo impar tiene una de las formas: 4m+ 16
4m+ 3, conm € Z,

21



28

7. Probar que todo primo #* 2, £ 3 es de la formabm - 1 o 6m+ 1,
conm€ Z,

8. Probar que todo primo mayor que 5 es de la forma 30m + n, con
n=1,7, 11, 13, 17, 19, 23 6 29.

9. Probar que la suma de dos cuadrados impares nunca es un cua-
drado,

10. Probar que todo entero de la forma 4m + 3 tiene un ndimero im-
par de factores de la forma 4m - 1.

11. Probar que si? es un entero mayor que 1, el nfimero t*® + ¢ +
+ 1 nunca es primo. (Sugerencia, Notar la identidad t*+t2+ 1= (zﬁ2 +
+t+ 1) (t7-t+ D),

12, Probar que el cubo de todo nmero entero es la diferencia de

nr + 1)

2
5] =1%+2%+ .. +nd).

dos cuadrados enteros. (Sugerencia. [
3. 6. Ejemplos
1. EIl resto de la divisién de un nGmero por 4 es 3 y el resto de la
divisién del mismo nimero por 9 es 5. Encontrar el resto de la divi-
si6n del ndmero por 36,
Solucifn, Se tiene @ €, tal que
a=49°*g+3
a=9++k+5

Se trata de hallar el resto de la divisién de ¢ por 36, y se escribe

4+gt3=9x5+5

4 ¢ q 9+ kK +2
4 (@-2k)=k+2
conlo que 4|k +2, oseak +2=4m, luego k=4 * m- 2 y as{
G=9°*(4°*m-2)+r5=36*m-18+5=
=36m - 13 =36(m - 1) + 23
la respuesta es 23.
2. Se sabe que elresto de ladivisién de 748 por un nimero N posi-

tivo es 20 y el resto de la divisién de 1229 por nes 33, Se pide hallar

n, Se tiene
748 =n ¢ x + 20, o sea n|728

1229 =n =y *+ 33, o sea n|1196



Se tiene ademi4s
ne(y-x) = 1229 - 748 - 33 + 20 = 481 - 13 = 468
o sea n|468 =4 x 9 x 13,
La condicibén n|728 = 22X 91 implicaque 3f/n. Ademéds, n> 33, La

Gnica posibilidad para nes 52 = 4 * 13 y ésta es la respuesta al ejerci-
cio. (Observe el lector que se ha utilizado el T. F. A.)

3. Denotemos por r,(m) el resto de la divisién de m por b. Probar
las relaciones siguientes:

1

ry(m + 1) ry(rypim) + ry(n)
ro(m s n) = ry(ry(m) o ry(n)

Por ejemplo, si 5 es el resto de la divisién de un ndmero m por 9,
entonces:

ro(m?) = re(5%) = 7, re(3m+41) =
= rg(3 4 5+5) = 2.
4, Calcular el resto de la divisién de n = (342109876543456543213 2

4567)° por 9. Se sabe que el resto de la divisién del ndmero entre pa-
réntesis en la divisién por 9§ se obtiene sumando las cifras y reducien-
do médulo 9. La suma reducida médulo 9es 8yn=9 « k + 8 Por lo
tanto, el nGmero (34 ,,. 67)° tiene el mismo resto en la divisibn por 9
que el ndmero 8° = 64, a saber 1. Ese es el resultado.

5. Calculemos todos los restos posibles de la divisién de un cua-
drado por 7. O sea, calcular los restos de n® en la divisién por 7. Pa-
ra ello se escribe

n 7*#%+r, donde 7 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6
Puesto que

n? = 7 vk +r° (conk' = 7 ¢ K2+ 2kr)

el problema se reduce a calcular los restos de 0%, 1%, 2° 3% 4% 5% 62
Estos son, respectivamente, 0, 1, 4, 2, 2, 4, 1.

Veamos una consecuencia: sean m y n enteros. Entonces
M+ e 2imy 7|0

La parte = es trivial. Para la otra implicacién basta observar que la
suma de dos restos cuadrdticos 0, 1, 2, 4 puede producir un miltiplo
de 7 en el Ginico caso de resto 0, o sea 0 ¥ 0, que dice bien que m° y n?
son divisibles por 7 y, por lo tanto lo sonmy n, dado que al analizar
restos se observa que 7 ‘ma si, y s6lo si, 7 \m
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6. Calculemos todos los restos posibles de la divisién de un cua-
drado por 13. Los restos de la divisién por 13 son:

01234567 89 10 11 12
vy los de sus cuadrados
014 9 3 12 10 10 12 3 9 4 1
El primo 13 no goza de la propiedad que goza el 7 (Ejemplo 6):
13]5% + 12, pero 13[5 y 13/1

Hallar los restos ctbicos médulo 13, o sealosposibles restos de la di-
visién de n° por 13.

7. Calculemos los restos en la divisién por 7 de 7, nz, na, 50
Los cdlculos se disponen seg(n la tabla siguiente:

012 3 4 5 6

3
1

"= 0142 2 41

n=011616 6

' =01111T1:]1

N 01234756

3
]

Se observa que los restos 'perifdicos' se repiten con '"perfodo' 7:
7
resto ¥ = resto X vy resto x* = resto x*¥

N6tese, adem4s, que si el resto X # 0, entonces el resto ¥* = 1. Como
9999

aplicacién, calcular el resto de la divisién por 7 de 9999 El resto
de la divisi6n de 9999 por 7 es 3. Ahora
resto(99999999) = resto(3¥®%) = resto(36'1666 * 3% = resto3® = 6

Nétese que: 7|a®+ b* +¢c3® = 7|abe
7|%a; = 7|0es, o 7]n
7|6+ 8% = 7]la y 7B
7lat+ 8 = 7lay7|D
7]a®+26° = 7]a y 7|p

71a®+45% = 7la y 7]p



8. Seaa €V, a>1, Seann, m€WN, Seafirma quea” - 1la” - 1 si,
y sélo si, n|m A manera de ejemplo probemos esta afirmacién, Re-
cordemos la conocida identidad algebraica

ar_br = (a_ b)‘ (Clr—l+b’04r_2+,,, +br-—l)

cuya demostracién se hace por induccién. Sin divide a m se sigue in-
mediatamente de esta identidad que @8 - 1 divide a o™ - 1.

n

Veamos la reciproca: Si a” - llo.‘“ - 1, entonces n|m.

&' - 1la"-1=a" - 1<a®-1=2nsm=m =ng+r y g=0=ng=0
Ademds, 0sr<n. Sir=0, n|my la afirmacibn est{ probada.
Sir>0

a® -1 = (@ - 1) ea"+ (2" - 1)
Por lo tanto
a® - 1]a*-1 y a&" - 1|a™% - 1 (caso anterior)
implican
a" - 1la” -1 [*]

Ahora, 0<r<ny 1 <aimplican 1 <af <a* o sea 0< a-1<a" -],
lo cual contradice [*]. Por lo tanto, es " =0 v asi’n|m,

9. Aplicacifn, ¢Qué dfa de la semana fue el25de febrero de 17787
Para contestar esta pregunta es necesario recordar que en nuestro ca-
lendario un afio normal consta de 52 semanas y 1 dfa, o sea 365 dfas.
Un afio bisiesto consta de un dfa m4s, agregado al mes de febrero, o
sea consta de 366 dias. Unafio que no es secular (0 sea que no corres-
ponde a un siglo) es bisiesto si, y s6lo si, es divisible por 4. Los afios
seculares, tales como 1600, 1700, 1800, 1900,... son bisiestos si, vy
s6lo si, son divisibles por 400. Por consiguiente, los afios 1600 y 2000
son bisiestos, pero no lo son los afios 1700, 1800 y 1900.

La observacién fundamental para determinar en qué dia de la sema-
na cay6 una fecha dada es que dos fechas dadas caen en el mismo dfa
de la semana si, y s6lo si, el nimero de dias del intervalo que forman
esas dos fechas tiene resto 1 en la divisién por 7. Por ejemplo, lo que
todos observamos en el calendario:

Lunes 1, Lunes 8, Lunes 15, Lunes 22, Lunes 29

Asi, por ejemplo, siel 1 de enero fue sdbado y el afio no es bisiesto,
del 1 de enero al 31 de diciembre hay 365 =52 + 7 + 1, Por lo tanto,
ambas fechas caen el mismo dia de la semana. Si el afio fuera bisies~
to serfa 366 =52 « 7 + 2, por lo tanto el 31 de diciembre caeria el dia
siguiente de la semana al correspondiente al primero de enero,

3
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Con esta digresién es posible calcular el dia de la semana que le
correspondié al 25 de febrero de 1778. La informacibén bdsica se ob-
tiene de un calendario de 1984 que tenemos a mano,

i) Afios transcurridos de 1778 a 1984: 1984 - 1778 = 206 afios.

ii) Afios bisiestos intermedios, Estos van de 1780 a 1980, o sea
1980 - 1780 = 200. Pero 1800 y 1900 no fueron bisiestos. Por lo tan-

to, el ndmero de afios bisiestos intermedios fue (220 + 1) -~ 2 =49,

iii) Del 25 de febrero de 1778 al 25 de febrero de 1984 transcurrie-
ron 206 afios + 1 dfa.

Por lo tanto el nimero total de dias fue:

206 ¢ 365 +49+ 1 = 75240 = 10748 + 7 +4
Dado que el 25 de febrero de 1984 fue sibado se tiene que el 25 de fe-
brero de 1778 fue: sdbado-viernes-jueves-midrecoles. Fue entonces

miércoles.

Hallemos qué dfa de la semana nacié Gauss si sabemos que la fecha
fue el 30 de abril de 1777. E1 30 de abril de 1984 fue lunes.

Afios transcurridos: 1984 - 1777 = 207,

o - _ 204 -
Afios bisiestos: 1984 - 1780 = 204, o sea (T +1) -2 =50,
Dfas transcurridos: 207 *» 365 + 50 + 1 = 75606 = 10800 « 7 + 6.

Por lo tanto, el 30 de abril de 1778 fue: lunes-domingo-sfbado-vier-
nes-jueves-miércoles. Tue entonces un dfa miércoles.

Se deja a cargo del lector determinar qué dia de la semana:

i) murié el Gen. San Martin (agosto 17, 1850) (Respuesta: s4bado),
ii) murié Gauss (febrero 23, 1855) (Respuesta: viernes),
1ii) nacié Euler (abril 15, 1707) (Respuesta: viernes),
iv) murib Euler (septiembre 18, 1783)(Respuesta: jueves), vy

v) fue el dfa D: 6-6-44 (Respuesta: martes).

3,7, Ejercicios

1. Efectuar la divisién de ¢ por ?» en los casos siguientes:

iya= 957, b= 12 iv) a = 2466, b = -11
iija= 127, b= 99 via= 132, b = -89
iii) o = -1356, b = -71 vi)a= -98, b=-73



2. Dadom€ Z, m# 0, hallar los restos posibles de me y m> en la di-
visién por 3, 4, 5, 7, 8, 11.

3. Seana y b enteros, b > 0. Determinar la divisién de b - ¢ por
b, a partir de la divisi6én de a por b.

4. Sean oy b enteros, b#0, Sia- b=175 y la divisi6én de a por
b tiene cociente 15 y resto 7, hallar a y b,

5. Probar que todo entero impar, que no es mdiltiplo de 3, es de
la forma 6m=* 1, m entero.

6. ¢Qué ndmeros n € ¥ tienen la propiedad: i} dividides por @, po-
seen el mismo cociente y resto, y ii) divididos por 9, poseen por co-
ciente el complemento ¢ 9 del resto?

7. Sean a y b enteros. Entonces o® - b® es divisible por 11 si, y
s6lo si, a - b es divisible por 11. (Sugerencia. Estudie, dadom€ Z,
m# 0, los restos posibles de m® en términos de los restos de m. )

8, Probar que si @ y b son enteros, entonces 4% + b® es divisible
por 3 si, y s6lo si, o y b son divisibles por 3, A partir de este resul-
tado dar una dernostracién de la irracionalidad de /2.

9. Probar que: i) la suma de cuadrados de tres ndmeros no divisi-
bles por 3 es un miltiplo de 3, y ii) la diferencia de cuadrados de dos
ndmeros no divisibles por 3 es un miltiplo de 3,

10. Dada una sucesibén 01,..., @, de enteros, probar que siempre
es posible extraer una subsucesién cuya suma es divisible por n. (Su-
gerencia, Considere los  nimeros 8, 0 + 03, & +083+085,..., & +
+as+... + 0 y analice los restos en la divisién por n.)

11. Sea A4 un ndimero escrito en forma decimal, forme los ndmeros
Ay = A, Az = Al y Aa = Ad4, ... repitiendo las cifras de 4. (Por ejem-
plo, si 4 =13, A3 = 1313, A3 = 131313), Probar que si M es un entero,
coprimo con 10, entonces m divide a infinitos nGmeros 4,.

12. Seana, by c enteros tales que a° + b® = ¢®, Probar que:

i) @ o b es par,

ii) @ o b es divisible por 3,

iii) @ o b es divisible por 4,

iv) a o b o ¢ es divisible por 5.

v) Hallar todas las ternas coprimas a, b, ¢, €V, tales que a® +
+ b%=0°% (Respuesta, 2 =x%-y° b=2xy, c=x"+y> donde x e re-

corren todos los enteros que satisfacen: 0 <y <X, (x,y¥)=1, x el son
de distinta paridad.)

33



34

13. Probar que ningfin entero positivo de laforma 8% + 7 puede ex-
presarse como la suma de tres cuadrados en Z. (Nota, Gauss prueba
en sus Disquisitiones que la condicibén necesaria y suficiente para que
un entero positivo 7 seala sumade tres cuadrados en Z es que N 7o sea
de la forma 4" « (80 +7), cona ybenZ. Un célebreteorema de Lagrange
establece que todo entero positivo es suma de cuatro cuadrados en Z.
Probar a partir del teorema de Gauss, el teorema de Lagrange, )

14, Sean p y ¢ primos distintos, ambos mayores que 3. Probar
que si P - ¢ es una potencia de 2, entonces P + ¢ es divisible por 3.

15. Sean f(X) un polinomio con coeficientes enteros y k €V, tales

que % no divide a f(1) para todo L = 1,..., A Probar que f(X) no posee
ninguna rafz entera. (Sugerencia. Sea a en Z conf(a) = 0. Existe en-
tonces un polinomio g(X) concoeficientes enteros tal que f(Xy = (X - q)

*9(#). SeaJ 1< f<hktalquea =%+ g+ J. Como k|{a - }), se sigue
que k‘f(J) es una contradiccién, )

16, Seana y b enteros positivos con las propiedades:
alp® p*la® a®|#t, v*|as,...

Probar que ¢ = b. (Sugerencia, Sea a <b. Se tiene que (-%)“ tiende
a cero cuando n tiende a infinito. Deducir una contradiccién. )



4

MAXIMO COMUN DIVISOR

Sean & y b enteros, (2, b) # (0, 0) {0 sea no simultdneamente nulos).

4,1, Teorema. Existe d € ¥ con las siguientes propiedades:
i) dle y a|v, v
ii) existen enteros U y v talesqued =u *a + v + ),

Demostracibén, Vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que
b es positivo, o sea b €V, Para demostrar nuestra afirmacién se pro-
cedersd inductivamente en b. Asf, si b=1, d = 1 tiene las propiedades
pedidas, pues

lla y llb
1 =1%*a4+(l-a)°*1 (0oseal = 1, v = 1 -0}

Sea, entonces, 1 <b. Supondremos el teorema vilido para todos los
enteros positivos menores que b, cualquiera que sea &. La tarea con-
sistird en probar que el teorema es cierto para b, En virtud del algo-
ritmo de divisién se escribe

o =ge*b+r, con 0sr<p [*]

Sir =0, entonces b|a, y basta tomar d = b para probar el teorema,
dadoque sid =1}

d‘a,yd|b
d =D =0sa+1+*> “ =09y v = 1)

Sir# 0, entonces 1 7 <b., Por la hipbétesis inductiva aplicada a 7
existe d € N tal que

w®
-

d|b y d|r [
y existen enteros X ey talesque d =x ¢ b+y * 1
Notemos que de [*] y [*%*]
d|b y d|r implican dla

Por lo tanto d|a y d|b, y ademds
d =x-b+yor =3 xob-'.yo(a_qob) =
xb-ygb+ya = ya+(x-pyq)+d

35



Todo esto dice que el teorema es vilido para b. En virtud del princi-
pio de induccidn, el teorema es vdlido para todo b y a. El teorema
queda demostrado.

4,2, Teorema, E1d de 4. 1. es finico, o sea si d' € ¥ satisface:

i) d'fe y d'|p, y

ii) existen enteros u' y V' tales que d' = W'a + V'D, entonces d =4,
Demostracibn
dle y d|b, y @& = u'a+v'b implican &|d', luego d s d!

d'la y d'lp, y @ us*a+ves b implican d'|d, luego d' =4,

por lo tanto d = 4!,
4,3, Definicibn y Ejemplos

1. Dados a, b € Z (a, b)# (0, 0), entonces el inico entero positivo
asociado al par @, b, segln 4. 1., se denomina mdxino comin divisor
(m. c. d.)de ¢ y by se denota por (e, D).

2. Se define (0, 0) =0,
36

3. Esclaroque sicdy b son enteros, entonces (a, b) = (b, a) =
= ('0” b) = (a" 'b) = ('a’: 'b)-

4, i) Sia #0, (@, b)= |a| si, y sélo si, a|bd.
ii) Sicla y ¢|d, entonces c| (a, b).

5. Determinemos d en la situacién b= 45, ¢ = 84. La demostra-
cibn del teorema precedente sugiere la forma de encontrar d. La idea
es usar divisiones sucesivas

84 = 45+ 1+ 39
45 = 39+ 1+6
39 = 6 *6+3
6 = 3 2

recuérdese que en el teorema anterior el d asociado ag y b era el mis-
mo que el asociado a by 7, es decir (a, b) = (b, r), por lo tanto

(84,45) = (45,39) = (39,6) = (6,3) =3, pues 3|6

Veamos ¢émo se encuentran losu y V. Despejando 3 en términos de 84
v 45 resulta

3 =39 -6¢+6 = 39-6¢+(45-39+1) =7 39-6¢+45 =
7 +(84 -45 4 1) -61+45= T « 84 - 13 » 45 =
7 ¢+ 84 + (-13) » 45

i



6. El mismo problema con -84 y 45, Delejemplo anterior se tie-

ne:
d = 3 = 784+ (-13)+45 = (-7) (-84) + (-13) *» 45

i

3 (84,45) = (-84, 45)

7. El mismo problema con 84, -45

A = 27 = 7T s QA L/ 1AV . AN = 1
w = 5 = [ 7T 04 T |=13) % 40 =

QA 1
To0T T I

w
»
n
'S
[§;1
—

{

3 = (84,45) = (84, -45)
8. (4,6) = 2 = (<1)+4+1+6
(0, =5) = 5 = 1+ 0+ (~1)+ (-5)
(-4, -6} = 2 = 1+ (-4) +(-1) * (-6)

(924, 156) = (-1) 2924 + 6 * 156

n
—
o

(17,23) = 1 = (-4)* 17 +23 +3

(524, 634) 2 = (-98) s 524 + 81 * 634

]

(943, 414) 23 = (-T7) * 943 + 16 * 414

9. Ejemplo. Calculemos en detalle (943,414) = 23, Por el algo-
ritmo de divisibén se tiene:

943 = 414 * 2+ 115

414 115 * 3+ 69
115 = 69+ 1+ 46
69 = 46 ¢+ 1+ 23
46 = 23 2
Escribamos ahora @ = 943 y b =414, De las relaciones precedentes se

sigue:
115

a-2b
69 = b-3+ (a=-2b) = 7b- 32

@ -2b-(7h-32) = -9b +4a

46

7b-3a - (-9b +4a) = 16b-7a = 16 * 414 + (-7) * 943

23

4,4, Relacién del Algoritmo de Euclides con los Desarrollos en
Fracciones Continuadas o en Cadena de Fracciones

El algoritmo de Euclides estd Intimamente ligadoal proceso de for-
mar fracciones continuadas, o sea expresiones del tipo
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a, + by

az + ba

: b
Ty + a—:
con a,, by €N.

Sea, en efecto, el algoritmo de divisién aplicado reiteradamente
para obtener el méximo comin divisor:

a=glb+r‘3, 0<ra<b
b = gura+rs 0<ra<r;

rs= gala t 1y, 0<ry,<rs

rn—z = Qn—lrn—\l + rnx 0< rn < a1
r = gam

n=1

Estas expresiones pueden escribirse como sigue:

a  _ I'am Tz
) ‘Q1+b’b<1
_b_=ga+£a_,51<1
Iz 2 " T2
Iz = Fa Ta «
Fs q-'3+r'3’r'3 i
Por lo tanto a ” 1
T ot Fcaty
T3
1
=g1+_.._._1__r_=ql+ = e
gz * 7 gz *+

Se obtiene la expresién siguiente de % como fraccién continuada:

a
7 = @t ]
da * 1
gz .
I+ l
1
& g



Por ejemplo, a partir de

943 414 « 2+ 115

414 = 115 « 3+ 69

115 = 69+« 1+ 46
69 = 46« 1+ 23
46 = 23+ 2
. S . 943 . .
se obtiene la siguiente expresién de X fraccién continuada
943 1
el S +
414 2
3 + L
1+ L
1
+
L 2
Cada fracci6n parcial
2, 2+ 4, 2+ —L -, 2+ 1 -
3 + T 3 + 1
+ =
. 1
conduce a una aproximacién de —Z—él%

El hecho relevante es que la Gltima fraccibén indicada (que seria la
pen@ltima en la construccién precedente) da lo siguiente. Operando ve-
mos que

1 2 16
+ —_—— = + — = ———
2 2 = =
3 + —1
1
+_—
1 1
943 16 _ 9437 - 414+ 16 _ _-23
414 7 414 » 7 414 » 7

que permite expresar 23 = (943,414) = 943 » -7 +414 « 16,

Volviendo a la discusién inicial, consideremoslas fracciones parciales

6, = ¢, :
¢} = -+ —_—
2 q1 1z
1
6 = @1 * )
gs t+ —



Es claro que 6, = %.
Cada expresién &, (K =1,..., n) se denomina una convergente de
a - A a .
orden Xk de E Es fdcil ver que las distintas convergentes de Eaprox1-
man a esta fraccién en la forma
a
61<63<!,4 635:,1{... <;<6g\_{<... by < &g

Escribamos como fraccién irreductible:

iDZ—:ék l]<A<n

9«

y consideremos la ley de formacién de numerador y denominador. Se
tiene

P
51=-é—i-=g—11’P1=91,Ql = 1

P 1 + 1

= + =
2 1a g1ig=* 1, @2 dz

F. 1 ~ 219244 + 41 + da
=32 = R —
i o 1 gods * 1
do ¥
da

€O
k)

B = qga9s1t4d: T dg = dafet h

Qa = gEQ3+1 = qSQE+Q1

Pe = quPy1t Py, @ = H%@e-1t G2
Las diferencias 8, -~ 8, satisfacen la relacién

Py B _ Pler - Balde _ (- 1) [3]

_Q—k Qk—l Qka-—l Qka—l

8, - Oq =

En efecto, se tiene

Pllymr - Paly = @Pea * Pe2)8ia - Pe(@ & + G-2)

1

-(Pk—l Qk—e - Pk—BQk—l)

y repitiendo el razonamiento

(-1° (Py-oly-a - Pr-afr2)

(- 1)"2 (Pay - Pidz)



= 07 (@ge + 1-0ag) = (-1 = (-1
Se sigue la validez de [%].

Entonces

O sea

0+ Qua -b+Py = (-1]

En consecuencia, se dispone de un método para calcular la relacién
ax + by = 1y, por lo tanto, de resolver la ecuacibn ax + by = ¢, Una
forma prédctica de proceder es utilizar el siguiente diagrama:

| &v @2 45 Goz Qo1 Ga
///
0 1 Pl(-t-P/Pa Pn-a Pn—l Pn
10 Q]_ *‘+— Qa Qa ‘e Qn-B Qn-1><Qn
Se opera asf
B = P t Pz
G = qlia + e
donde se ha puesto
Py = 1, Py, =0

@ = 0, @1 = 1
: _ 943 _ - =
En el ejemplo @ =53 =41 y b=-53= 18

41

I
oo
.
b
[e0]
+
(%2}

18 = 3+ 5+3

El esquema es entonces

il
—

y se sigue que 16 * 18 - 7 * 41

4
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Continuemos con el estudio del m. c. d. en relacibn con la divisi-
bilidad. En la proposicién siguiente se reGnen propiedades tipicas del
m. c¢. 4. .

4,5, Proposicién, Seana, b, ¢, d y % enteros. Se satisfacen las
siguientes propiedades:

) @2)=d= D=1 @4,

ii) (@,b)=4d = (ké a, K+ b)=|k| +d.
iii) (a,b+k +a)=(a,b),

iv) (@, b)=dy(e,b)=1 = (a » ¢c,b)=4d.

v) Sean (@, b)# (0,0). Sea k €¥. Entonces Ala y k|b = k< (a,b).
O sea, (@,2) es el mayor divisor comfin de & y b,

Demostraciones
i} Escribamos d=r*a +s * b, donde "y$S son enteros, ydividamos

a bf({,a b
= . - 4 s — —_—y =} =
por o para obtener 1=71 3 s d((d d) 1).

ii) Supongamos ¥ > 0, Entonces dla yd|b = k+d|kea yh+d|ksb,
por lo tanto ks dl(k s a, K+ b), Sid=(a,b)=rsva+s +b, se tiene
Fed=roekea+s+k+b, de donde se sigue que (¥ + a, % +» b)|k + d,
Por lo tanto, A s d =(k s a, £ + D),

iii) Seand =(a, b) yd' =(a, b+ k » a). Esclaro que d|d" Ahora d'|a
yd'lp+ksa = d'jayd|b porlotantod'|d. O sead =42'.

Se deja a cargo del lector la demostracibén de las propiedades res-
tantes.

4, 6, Nota. Sugerencia Universal en Aritmética: Si (¢, b)=d, en-
tonces existen i, v € Z tales que d =u sa + v ¢ b,

(e,b)=usa+v+Dd;u v €&Zse denomina una representacién del
m, ¢, d. de @ y b como combinacibn lineal entera de ¢ y b, Dicha re-

presentacidén no es Gnica. Por ejemplo, (6,4) = 2,

2

2044+ (-1)" 6

(2+3)s 4+ (-1-2)+ 6

(2+6)s 4+ (-1-4)6

En general, si(2,d)=u+a+v v byt es maltiplodea y b; ¢t =a s h=
=5 r,
(u+h)va+(v-7r)sbd

= usetvesbt+hea-r+b = (a, b



4,7, Proposiciones

1. Sean @ y D enteros. Entonces @ v ® son coprimos si, y s6lo si,
(@, )= 1.

2. Sean @ y P enteros, con P primo. Entonces 2 y D son coprimos
si, y s6lo si, p/(a. En efecto, supfngase que P es positivo (para no
complicar la escritura con valores absolutos), y escribamos d = (a, p).
Puesto que d\p, debe ser d = pod = 1, Por lo tanto

a

@p) =1 = pla

d

(@,p) # 1 = (e,p) = p = plo

3. Ejemplo. Si P es primo, entonces P y P-1 son coprimos o, me-
jor, Py (P-1)! son coprimos,

4, Teorema. Sea D €Z, p# + 1, Entonces P es primo si, y sélo
si, toda vez que divide un producto @ * b de enteros divide necesaria-
mente a uno de ellos. Su representacibén en simbolos es:

p primo = {Va, b€Z pla*b = pla o p|b]
Demostra.ci61'}. Para no complicar la notacién, ésta se limitard al
casoP > 0, SeanpP primo yp \a s b, a y benteros, Sip \a no hay nada

que probar. Sea, pues, pPq2. Entonces, por lo dicho més arriba, P y
a son coprimos. Puede escribirse

1] = reeqa 4+ g p
por lo tanto (multiplicando por ?)

b:r-a.b-{-sop-b

puesto que P |a * by p|p se concluye que p |b. Se ha probado que p|2 o
oo,

Veamos la reciproca. Sea P con esa propiedad. Razonemos por el
absurdo. Supongamos, que P no es primo. Pueden encontrarse ente-
ros positivos @ y D tales que P =2 * » con, ademds, 1<a<p, 1<hH<
<p. Es claro que p/ra y oAby quep|as b, pero esto contradice la pro-
piedad inicialmente atribuida a ¥ y el teorema queda probado,

Otro resultado importante en aritmética es el siguiente;

5. Teorema, Sean a, by ¢C enteros. Entonces

i) @,2)=1, alc, y blc implican a * D|c,

ii) (e,¢)= 1y a|d + ¢ implican @ |b.

Demostracién

i) Escribamos
1 = (a,b) =rsa+s+*>
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por lotantoc=r s c+a+s + ¢+ byademdis se tiene
e =a'sva = b v b, cona', V' €7
y asf resulta
c =rsbrarbtsceatsacd = (reb+ssra')yeassd
que dice que @ * be,
ii) Se deja como ejercicio para el lector

Las siguientes generalizaciones de los dos resultados anteriores
son vdlidas:

j) si P es primo yp ]H::l @y ,entonces P|a,; para algn J, 1<J s 7,

, Ji) si@1, ..., G, son divisores decy 1= (Gy,23) sit #J, entonces
My=1 0y le.

6, Aplicacibn, Sea P primo positivo, Entonces para todo ¥, 1=
£l<p.l

(i) es divisible por P

En efecto

(p)= E*@-1..@-@E-1)

T !

Como ({) €7, se sigue que i' divide a P (P - 1)... (P - (L - 1)).
Puesto que ¥ < p, resulta que L' es coprimo con p. (Lector, justifique
en detalle esta afirmacién. ) Por lo tanto, 1! divide al factor (- 1)...
ve. (P - (¥ - 1)), lo cual asegura que

(p)zp. (p'l)..'-(p—(i«_l))

[ i1
es mdltiplo de p,

Por ejemplo:

76
(’;:7:7.3
N_ 765 _._ .
(3)‘ 32 s
\. 7654 _ _.
(4)" a+3.2 1>
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o
ole
wle
~N

N T
(&)~
N 12654232
6/ 6°+5°+4¢3.2 .

De aquf resulta el importante resultado aritmético: "Sig y D son
enteros yP es un primo, entonces (@ + D)’ =a’+ b*+ & » p'', donde &+
* p indica un mdltiplo entero de p. (Como se verd més adelante, esto
se escribe més propiamente en la forma (@ + by =a® + b® médulop o
mbdd. P).)

4,8, Ejercicios

1. Muestre con un contraejemplo que la afirmaci6én anterior no es
cierta s8i P no es primo.

2. Probar que para todo 7 € ¥, (%n) es divisible por n+ 1,

S Si 0 es primo con 240, entonces 240]2*- 1. En efecto, como 240 =
=2"+* 3+ 5 serd cuestién de probar que &* - 1es divisible por 2%, por
3 y por 5,

Escribamos a¢* - 1= (2® - 1) (a®+ 1). Por la hipbtesis, & = 25+ 1
para algin &, por lo tanto 2°|a® - 1y, como 2[a®+ 1, se sigue que 2°|
]014 - 1, Puesto que 3/fa puede escribirse @ =3h+ loa =3h+ 2, En-
tonces es claro que 3‘0'2 - 1. Finalmente, dado que los restos cuadré-
ticos no nulos médulo 5 son 1 y 4, se tiene 5|CL2 - 1 en el primer caso

y5 ‘02 + 1l en el segundo. La afirmacién queda completamente demos-
trada.

4. Hallemos todos los @ €%, @ > 2, tales que verifiquen las condi-
ciones siguientes

i) 2lo,
ii) 3{e+ 1,
iii) 4la+ 2,
iv) 5la+ 3.
Por i) se tiene @ = 2%, con X > 1. Por iii) ¥ es impar, x = 2K+ 1, o sea
@ =4k+ 2, Se sigue de ii)que 3|%, 0 sea@=12 *» h + 2, Pero, por iv),
5{h, con lo quea = 60n + 2, El mfnimo @ > 2 con esas propiedades es

62.

5. Ejemplo, Hallar todos los ntumeros enteros positivos de tres
cifras divisibles por 9 y por 11,

Solucibn., Por ser 9 y 11 coprimos, los mdltiplos de 9 y 11 son
exactamente los maéltiplos de 9 X 11 =99, Los de tres cifras son: 99 *
si, 1=2,..., 10,

45



46

4,9, Ejemplos

1, Seana y b enteros coprimos. Se trata de calcular los valores
posibles dem = (3a - b, 22 + ), Supongamos m# 1. Sea P primo tal
que plm, D positivo, Entonces puede escribirse

30 -b = pex

20 + D

1l

rpry, XelyYyen?oz
v se obtiene
50 = p* (x+y)
5 = p* (3y - 2x)
por lo tanto (véase la propiedad 4.9.4.)
(|5 o pla) y (pl5 0 p|2)
Pero esta proposicién es l6gicamente equivalente a la siguiente:
p|l5 o (pla v p|b)
Puesto que (@, b) = 1, se concluye que P|5 o sea p = 5.
En conclusién, si elm. c. d. no es 1, el dnico primo positivo que

los divide es 5. Pero el anglisis precedente también prueba que la
mixima potencia de 5 que lo divide es 1. Por lo tanto, (3a - b, 2¢ +

+b)=165.
2, Sean @ y b enteros coprimos. Se calculardn los valores posi-
bles de
m = (2a - 5b, 40 + 3D)

Sim# 1, sea p primo tal que p\m. Entonces puede escribirse

20 - 50 = pex
40 +3b = pe y XelYenlZ
Operando resulta
26a = p - (5y *+ 3x)
26b = p o« (2y - 4x)
por lo tanto
(rl26 o pla) y (|26 o p|b)
es decir

P26 o (Pla y p|b)
Se concluye que



pl2 o pl13, o seap =2 o p = 13
Obsérvese quepzj/Zé, sip = 2o0p = 13. En definitiva

16 2 6 13 6 26

(20 - 5b, 4a + 3b)

32, Scen o y b ontexos coprimoe. Sean P, €, t v U enteros. Sea d =
=r s -t esu, Luego para todo primo p probar que:

pl(ra +tb, ua +sb)y=p|d
En efecto, sea
m = (ra+tb ua +8b)
Entonces puede escribirse

ra + tb

Il
3
®

ua + s mey

Al resolver este sistema de ecuaciones, a partir del valor @=roe+s .
- T v u, resulta

da me (sx - ty)

ab

mos (my - ux)

y como 2 |m se obtiene quep|doplaypldopl|db. Si(a,d)= 1, enton-
ces p |d como se quiso demostrar,

En particular notemos, como corolario, que (@,d)= 1, 78 - ty= 1=
=(ra +tb, ua +sb)= 1,

4., Sean a, b € ¥, coprimos. Sea m €2, Si se conoce el resto de
la divisi6én de 7 por @ y el resto de la divisién de 7 pord, hallar el res-
to de la divisién de % por @ * b,

Sean entonces

m asg+r, 0sr<a

m bet ts, O0ss<bpd

Sean, ademés, U, UV € Ztalesque 1=u * a+v ¢ b Puede escribirse
bysm =ashbegtbser
a'm=Q@a+ phbst+ass

y también
chum:aobouoq-}-b-r-v

Uusagesm = aes bhbesusvst+agessu

a
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Sumando resulta
m = aebeg't (berevtanss..u)

v el resto buscado resultard de dividir b* 7 ¢V + & * 8 * Upord b,
Por ejemplo, sia = 15, b= 11, Sean” =7 y s =8, No se necesita co-
nocer m. Dadoque 1=3 + 15+ (-4) * lldebe calcularse el resto de la
divisién de 11* 7 ¢+ -4 + 15+ 8§ * 3 =52 por 165, El resto buscado es
52.

B

5. Escribir la fraccién—z-égi—;—@- en la forma: 4 + 33 +8—g, cond, By

C enteros tales que 155 <23, 1=( <8§9.

Selucibén, Utilizando el A, D. se obtiene la relacién 1 =31+ 23 «
- 8+ 89. Por lo tanto

1 .31 _8 _ 5431 .15
23 » 89 89 23 89 23
0O sea
98 98 = 31,98+ 15 _ 12 21
—t— = -98 + + = =98 + 34 + —+ 63 + —=—
23+ 89 98 89 23 98 89 23
21, 12
-] 4+ == 4 =
1%3237 89
6. Escribir la fraceién — 2 enla f By 2
scribir la fraccidon 3+ 18 23 en la forma A + 13 + 18 + >3

con 4, B, C y D enteros tales que 15 5< 13, 1< <18, 1sD <23,
Solucién. Escribamos 1 = 4+ 23 .7+ 13
1 = 9+ 18-7+23
1 = 79+ 13-5¢+18
Se tiene 18 = 4+ (23 ¢ 18) -7 % (13 ¢+ 18)
13 = 9+ (18 » 13) ~ 7 *» (23 » 13)
y también -5 % 18 = ~20 ¢ (23 ¢ 18) + 35+ (13 ¢+ 18)
7+ 13 = 63+ (18 * 13) - 49 + (23 *» 13)
Sumando resulta 1 = 98 ¢« (18 * 13) -~ 49 ¢« (13 ¢ 23) -

- 20 (23 + 18)

5

1 _ 9849
18 3°

v finalmente 13- 18323 - 723

20 _ . 6 5
" Tltmtt



7. BEjemplo. Hallar todos los m € Z tales que 13‘(15772 + 14)18. Se
tiene (;dado que 13 es primo!):

13|(15m+ 14)® & 13|15m+ 14 = 13|2m+ | =

o 1 EZtalque 2m+ 1 = 13+ ¢ & 4 impartalquem = 1312- l_
Las soluciones son {i:i’—'z_—llt €Z impar].

8, Ejemplo, Sea p un nfimero primo > 3. Luego 2% es de la forma
24 * m+ 1, para un entero M conveniente (por ejemplo, 58=240 1+ ;
7°=2+24+ 1; 11°=5+ 24+ 1,...). Probemos esta afirmacién,

Escribamos p =3+ A+ 7rconr= lo7 = 2y analicemos estos casos

por separado:

7= 1)p > 3 implica que p - 1 es par. Ademds, p - 1=3+ X, por
lo tanto, #= 2 » h., Entonces

PP = 3+ k4 1P = 3e2+n+ 1P = 3045 (3 h+ )+ 1
peroh * (34 + 1)espar, por lo tanto p2 = 24m + 1.

r=2) p=3k+2, yopor ser P impar, implica que ¥ =21 + 1. Por
lo tanto

PP = 3+ {(2h+ 1)+ 2 = (h+5F = 12n (3n+5)+ 24+ 1

y puesto que /4 * (3h + 5) es par, resulta pa = 24m + 1, que es lo que se
quiso demostrar,

9. Seana, b, p €N, p primo impar, (a, b)= 1.

Probemos que & = (a + b, M) = 1lop, En efecto, sean
a+b
atb = dx
a® +b® = (@ + b)dy = dxy
donde %, y €¥. Utilizando la férmula del binomio se obtiene
dzxy = (dx - b)) +Db* = (dx)? - p(dx)"‘lb + ...

.+ p(dx)bT - bR 4+ BP

Se sigue que d2x|pdxb"1 o también d|pd™*, Puesto que dla + b, de
(@, P)= 1 se sigue que (4, D)= 1, por lo tantod|p o sead= 10d=p,

10, Problema, Probar que no exigte ningfin polinomio f(X) con coe-
ficientes enteros tal que f(1) =2y f(3) = 5.
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Solucién., Sea g({)= f(X) - 2. Se tiene que ¢(X) es un polinomio con
coeficientes enteros tal que g(1) = 0. Por lo tanto, g(&) = (X - 1) + A(X),
donde A({X) es un polinomio con coeficientes enteros., Si se evalfia en
X =3, se tiene 3 =g(3)= 2+ h(3) en Z, lo que es absurdo. Por consi-
guiente, no existe tal f(X),

11, Ejemplo, Seana €Nyn, m €YV, Entonces (@*° - 1, ¢® - 1)=
=qfnem) _ g Supdngase m < n, Seghn el procedimiento de cdlculo del m.
c. d., a partir del Algoritmo de Euclides se tiene

n=msgag+nr, 0<r<m

m =71 *gatrg, 0<rz<n
r1=r2‘gg+ra,0<ra<rz
Temz = 7l * Gyt Ty, 07 <7

Temd = Iy * @yn

con lo que (M, )= Ty, Veamos cbmo estas expresiones determinan sen-
das expresiones en potencias de & que dardn lugar al cdlculo de (2" - 1,
a® - 1), En efecto, se tiene

e -1 = @ . 1)rafi+ (@' 1), 0<a’r. 1<a" .1
o también, teniendo en cuenta que @" - 1|(Cl"’)‘1 -1
a" -1 = (@ - 1) tt+ (@F1_ 1), 0<aefl_ 1<a®.
para algln entero ?1. Por lo tanto

@ -10"-1) = (@ -1a%-1

Iterando este proceso se llega a

(a" - 1, a® - 1) = (ark—l -1, etk _ 1)

= a™ _ 1, puesa™ - 1ja"™2_ ]
= a(n.m) -1
12, Ejemplo, Seana,n,m €N, n#m, Entonces
an m
@° +1,a% + 1) = {1 siQ es par
2 s8i0 es impar

Supongamos n<m, m=n+ %, con4 €N, Sielm. c. d. noes 1, sea
P € ¥ un nGmero que lo divide. Se tiene

n m

e® + 1 =pex, a® + 1 = p* Yy, conxey enteros.



También

n
2> = peax-1

Elevando a la potencia 2° vy aplicando la f6rmula del binomio, puede es-
cribirse:

-

a® = pez+ 1 conz €7

m
Pero, dado que e® =.1 +p* Y, al restar resultap(y-2)=2yp=1o0
p = 2. Por lo tanto,

n

@® +1, ¥ + 1)

[}

lsia es par

2" Q"
@< + 1, a© + 1) 2 si @ es impar
Consecuencia, Si se toma por ejemplo, @ = 2, se tiene que la su-
n
cesibn de enteros positivos 2° + 1 estd formada por enteros coprimos
dos a dos. Puesto que todo entero mayorque les divisible por un pri-

ma, se concluye una vez mis que hay infinitos primos en Z,

1CIUY L REsh (=3 glisl

A manera de aplicacién de los resultados anteriores, probemos el
siguiente teorema cldsico, debido a Fermat,

4,10, Teorema. SeanpP un primo positivoy ¥ e i € ¥ tales que P |
|x2 + y°. Entonces existen @,b € ¥ tales que p = a® +

Demostracién. Escribamos x° + ye = ps+sm m>0 y siempre se
pueden expresar X e [ como:
x =p+r \r| < ?p
y
y =p+s, |s|=5

donde P denota un mfltiplo de P. Se sigue de las relaciones anteriores
que Plf“a + 8%, P/(?", P/fs y, ademds, si escribimos rP+8®=pemses0<
<mg<p.

S5imy = 1, nada queda por probar. Supongamos 7, > 1. Utilizando
el algoritmo de divisi6n resulta

x=;n°+xl' |x1|s%
. m
¥y = motuy, |lnls 3t

Se sigue, al igual que mds arriba, que mo]x'f + vy, si escribimos "%+
+ iy =me s m, es 0 <m <my

Luego

pemgem = (P4 &) B+ 1f) = (rot sl (r - en)® = P41
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conX =ra +8y, el =ry - s;m. Nétese que Mo|L yme|¥, o sead =mo *
*h, Y =my+ k, Ademss. pfX y p/¥, pues de otro modo

Do X%+ Y3, oseapzlp-mﬁ-ml, o sea plmy op|m
lo que es imposible, pues 0 <m <mgy < p,
Se concluye que
pem = hg"'ka, p/{h,p/rk,0<m1<p, my < g

Podemos aplicar descenso infinito y concluir que Mg debe ser 1y el teo-
rema queda demostrado.

Nota. Una consecuencia importante de este teorema, que se verd
méis adelante, es el siguiente corolario: un primo P impar positivo es
suma de dos cuadrados si, y sélo si, es de la forma 4% + 1,

Nota. Este tipo de demostracién suele llamarse ''"Método de Fermat
de descenso infinito' y puede describirse asi: Si una propiedad la su-
ponemos cierta para un nimero positivo y deducimos que es cierta pa-
ra un nimero positivo menor estrictamente, la propiedad es falsa. En
efecto, por B. O. si una propiedad es cierta para un nGmero positivo,
entonces existe un nimero positivo minimo que la satisface.

1]

4,11, Generalizacibn del M&ximo Comdn Divisor. Seanti, 2a,..., @,
enteros no todos cero. Existe entoncesun entero positivo ¢ con las si-
guientes propiedades:

i) dlai, cualquiera que sea ¥ = 1,..., 7,
n

ii} existen enteros Uy, ¢ =1,..., Nntales que & = Loy Qy.
1=1

En efecto, se razona inductivamente empezando por n = 2 (caso ya
estudiado). Supongamos cierta la afirmacién para Nz 2 y probémosla

para n+ 1, Sean, pues, %1,..., @, Oy+1 enteros no todos cero. Sin
(con) pérdida de generalidad, cabe suponer que @,+1 # 0. Entonces, si
o =,.. =¢,=0,d =lan+1l satisface nuestros requerimientos, pues
la’n'“ I |a1, paratodo ¥ = I,..., 7 + 1
jantr| = 1ear+ ...+ 10, %f1%a.n
Si no todos los @1,..., @, son cero, estd definido, por la hip6tesis in-

ductiva, elm, c, d. @' de G1,..., ¢, y existen u, ..., Y, tales que

@t =y orart ., ty, c 0,

Seand = (d',¢,+1) yu'' y Utales qued = '+ d' + U * 2 ,,. Se afirma que
d tiene las propiedades buscadas. Primeramente

i) d|d' y d'|a; ¢ =1,..., nimplicand|a, = 1,..., n,

ii) 2 |a,+qe



Ademds
iii) d = gt v @'V O =y (W )t Lt (W ra )T U0,
En consecuencia, vale el paso inductivo y la afirmacién queda probada.

Es facil verla unicidad del d de la afirrmacibnanterior. d se deno-
mina alm. c. d. de @q,..., Gy y se denota por & = (2, Gar .- - A, ).

Adviértase que en la demostracién se vio c6mo obtener el m, c. d.:
(0'1, “ e e a’n, a’n+1) = ((a’ls L] a’n): an"‘l)
Asf, para el caso n= 3, se tendrla (2, ,¢) = (e, b), ¢).

4,12, Ejemplos. (6, 15, 10)=1, (2, 0, -4)=2, (10, 35, 70)=5.
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MINIMO COMUN MULTIPLO

Sean @ y b enteros, ambos nc nulos. Entonces & + b y -a * b son
mdltiplos de & y de . De aquf se sigue que a y » poseen un mdltiplo
comf@n > 0. O sea, el conjunto 4 de miltiplos comunes positivos de ¢ y
b es no vaclo.

Dado que ¥ es B. O., puede determinarse en este conjunto 7 unele-
mento minimal que se denota por m. Las propiedades de m son las si-
guientes:

ml) m es miltiplo de 2 y de b,

m2) m> 0,

m3) si#k €Z, >0, ¥ miltiplo de @ y b, entonces m < K.

5. 1. Definicién., m, asociado a ¢ y b, se denomina minimo comin
mialtiplo {m.c. m. }de o y b, y se denota por [a,b]. Sia o bes 0, se

define [a, b] = 0. 55

5.2. Ejemplo. Hallemos el m.c.m. de 8 y 14, Escribamos los
miltiplos de ambos nimeros y busquemos el menor comfn a ambos:

8: 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, ...

n

6, 72, ...
Se tiene [8, 14] = 56.
5.3. Ejercicios
1. Completar y demostrar:
i) Sia €2, entonces [a,2] =... .
ii) sia, b €2, [a,b] = b si, y sblo si, ... ?
iii) (a,?)= [a,b] si, y sblo si, ... ?
iv) (a,b] = |a » b| si, y sélo si, ... .
2. Demostrar las siguientes proposiciones:
i) (e, 5] = [b,0],

ii) [[a,b]),e] = [a,[b,cl],



i) a|b, sifa,b] = |b}. Luegolo,0] =|al,

iv) [e,1] = |aj

v) ¢ > 0 implica [ac,be] = [e,b] s o,

1 > d a 1 1 l,_b.. = M.
vi) d >0, d|a y2|b implican Egr3 z

3. Definir el m. c. m. de cualquier ntimero finito de enteros y cal-
cular:

(18, 15,241, [16,25,32), [5,7,13], [o,1,-21, [2,-3,7,-7].

5.4, Proposicién. Sean @ y b enteros no nulos. Entonces, si®#€Z
a|% y b|#% implican [a,b]|A.

Demostracién., En virtud del algoritmo de divisidén puede escribir-
se

E = [a,pleg+r 0sr<fe,b]

Puesto que de ¢ |7‘E v a | (a,b) se sigue que a|r, anilogamente d|7, o
sea I" es miltiplo comn de ¢ y . De la misma definicién de [a, b]
(... multiplo comfn minimal...) se sigue que 7 = 0 con lo que [a, b]|%
como se quiso demostrar.

96

Demostremos una propiedad importante que liga a (@, %) con [a,b]y
que adem&s proporciona una forma de calcular {a, »], conocido (a,b) y
viceversa.

5.5. Teorema. Sean@ y b enteros no nulos, entonces
la « v} = (a,b)« [a,?]

Demostracién., Se demostrari que m = -‘%%I. es el m.c.m. de @, b.
a’

i} [a,d] divide am. En efecto, si se escribe

la « b] lo] |21
m= TG <@yt bl = lel Gy

resulta que m es miltiplo de ¢ y de b, por lo que la proposicién ante-
rior asegura que (a, »] |m, como se querfa probar.

ii) m divide a [a,b]. En efecto, escribamos

a+sob

=] . L . =] ]
(@, b) rsa+8 s+ b, oseal r @ D) @ D)

v[a,b]-*-Sn » [a, b].

e _ b
y también [a,b] = 1 @.5)

a
(a, )

Si se escribe [a,2] =8 s b=a' v a, a! €2, b' €2, resulta finalmente

a*b aeb _
@ Y e T

[a,b] = 17 b s



a s b

(r e D +8 ¢at)
(@, b)

lo cual demuestra que 7 divide a [O, b]. De i) e ii) resulta la tesis.

. Corolario. Sean ¢ y » enteros no nulos coprimos, entonces

5.
[a,2] = |a + 2|,
Demostracién. En efecto, al ser coprimos, es (a,d) = 1.

5.7. Problema. Sean ¢ y b enteros positivos. Dados (e, d)yla, s],
encontrar @ y b.

Solucién. Se tienea =(a,b) s x,b=(a,D) *y, con (X,y)= 1. Ade-

a,b
més, (@,b){e,2l=a¢+ b= (a,b)a * X * Y, es decir Lo, b] =X+ Yy, Lue-
8 ) . (ay b)
go las soluciones posible son:
a,b
e = (a,b)*x, b =(ab)*y con(x,y) = 1, yxey = i
(@, D)
. . {a, b]
Por ejemplo, dados (@, b) =36, [a,b] =756, se tiene @) - 21 =3 »
7 = 1+ 21, Las soluciones son pues
e = 108, b = 252
a = 36, b = 756

5.8. Problema. Dados a + 2y [a,b], hallar (a, b).

Solucién. Vamos a probar que (2,%) = (@ + b,[e,»]). Sead = (a,bd)
seana=d * xyb=d vy, con (X,¥y)=1 Por lo tanto, d® e x oy =
asb=[a,b)ed=>dsxsy=[a,b]l. Se sigue que (a + 2, [a,2])
@de(x+y,dexsy)=ds (x+y, x*y)=d, pues(xty, ¥ *y)=1

I

([

5.9, Problema. Dados @ y 2 en¥, determinar cuintos mfltiplos
de b hay en el conjunto {1 * al1s1sbl

Solucién. Hay un total de {a, ). Enefecto, siblta, como@|la, re-
sulta [g, b]|1e, o sea

Q .
ta = [o,b]l x = (a—bfxoseat= @5 *
como 11 <D, resulta 1 =x=(a,b). Reciprocamente, sil S X =(a, D),

Je)
entonces 1@ es miltiplo de », si 1 = Ta—b—) X, En consecuencia, todoen-
’

entero entre 1y (2, 0) da lugar exactamente a un maltiplo de b.
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TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA

La propiedad més importante de los niimeros primos es lafacultad
de expresar todo nlimero entero (distinto de 0, 1y -1) como producto
de un nimero finito de los mismos. A la vez, dicha formade represen-
tacidn es esencialmente (inica (como se precisari a continuacién). Por
lo tanto, mucha informacidén de £ esti en los primos y de ahi que el
estudio de sus propiedades sea tan importante.

6.1, Teorema Fundamental de la Aritmética (T,F.A.). Sean € Z,
n#0; -1; 1. Entonces existe una sucesibén finita de primosp,, 1 =

= l,0..,htalque 0<py S ... SD; vy

)4

n =€ ¢l py = € *Dy ... Dy
1=1
donde € es 1 6 -1,
La forma anterior de expresar " es Unica, oseasiq,, J=1,..., ¢,
son primos, tales que 0 <g; £... <g,
t
n=2~0Tgy, cond = 16-1
=1
entonces
k=1
Py = da 1 = 1,... 5 = ¢
e = &

(Por ejemplo, 12=2+*2*3; 15=3¢5; -20=-1+2+*2+%5,)

Demostracién, Adviértase que el teorema es cierto, si 7 es ya un
primo. Ademads, sin pérdida de generalidad, cabe suponer que 7 es po-
sitivo.

Supdngase que el teorema no sea cierto, Existe entonces un nlime-
ro entero positivo # 1, que no admite representacidén enproductode pri-
mos, como establece el teorema. Por B. O, existe un entero positivo
minimal con esa propiedad. Sea m. Entonces M es el menor entero po-
sitivo no factorizable en producto de primos.

Es claro que 7 no puede ser primo, pues M satisfarfa el teorema.
Por lo tanto, m es divisible por algin primo positivo y sea P el menor
primo que divide a m (B. O, ).
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Seam=p *m'., Puesto quem <mym # 1, se sigue que el teorema
se cumple para m'. O sea, existen primos pPaz,..., Py, Pz S... 5D,
tales que W' =Pz ... Px. Entonces por el caricter minimal de p, p < pa.
Resulta

m =pe*m =P *Pa... Py
P = pz=...5p
Obsérvese que ha surgido una contradiccién, pues M no era factori-
zable. Se sigue que la primera parte del teorema, relativa a la facto-

rizacién en producto de primos es verdadera.

A continuacién se veri la cuestidén de unicidad. A talefecto, supon-
gamos

PLyeeey, Px primos, 0 <pp<... <Dy
Qis,+005 Q4 Primos; 0<41S---Sgt
tales que

n

1

Prooco B = 1.0 Q0
Si %=1, debe ser ¢ = 1 (por definicién de nGmero primo)y en este
caso vale la unicidad buscada. Supongamos que el teorema es vilido

para %, vamos a probarlo para #+ 1 ( o sea induccién en el nimero de
factores primos de una descomposicién). Sea pues

Do Py *Pien T Q1,005 Qo
con Py y ¢4 primos y tal que py = Py sil = f, etc.

Si se escribeP; Pz ... Pynn) 41 ... ¢ resulta que pllgl oo o Y,
por ser P primo, Py divide a algn ¢y, J=1,..., ¥, pero, por ser D
v g, primos positivos se sigue que py = ¢,

Se escribe
Do .o Pxsa = 41 c0e 7 .00 Q0

donde ¢7 indica que debe excluirse el término de indice J.

Vamos a probar que J = 1. En efecto, razonando anflogamente con
g1, se tiene que

qllph, para alginA = 1,..., A+ 1
Entonces ;1 S pp =g ¢y =P, con lo que P1 =¢1, como se queriaprobar.
Por consiguiente, luego de cancelar 71 = ¢1, en ambos miembros

resulta
Pzoese Pyn © 93 ..- 4

El miembro izquierdo consta de # factores primos; es posible utili-
zar la hipétesis inductiva y concluir que # =t - 1, con loque %+ 1=1



Pen = ¢

Como también py = ¢;, vale elpaso inductivo en la demostracién de la
unicidad y se ha demostrado la unicidad de la factorizacién en produc-
to de primos.

6,2, Nota, En virtud del Teorema Fundamental de la Aritmética
se dice que Z es un dominic de factorizacidn tinieca (D.F.U.). Asimis-
mo, por existir en Z un algoritmo de divisién, se dice que Z es un
dominio euclidiano (D.E.). La propiedad de ser D.F.U. es conse-
cuencia de la propiedad deser D.E. Ambos tipos de propiedades se
consideran situaciones mé&s generales en lo que se llama 4lgebra
conmutativa.

6.3, Ejemplo. No existen enteros m y n tales que m® = 15 + n°,
Este hecho es consecuencia inmediata del T.F. A. Es claro que, sin
perder generalidad, podemos restringirnos a m y n positivos. Enton-
ces:

i) m# 1, pues de otro modo serfa 1 =15 » 7%, 1o que es absurdo,

ii) Sin=1, entoncesm®=15. Seam=p, ... Py la factorizacién de
m en producto de primos. Entonces

m = (Pr...D) * (Pr...P) = (Py* D). (P * P

Ademds la factorizacién de 15 en productos de primos es 15 =3 « 5,
De(py * 1) ... (Px ® D) =3 * 5 sigue una contradiccién al T.F. A, En
efecto, en el miembro izquierdo, cada factor primo aparece un nimero
par de veces, en tanto que en el derecho el factor primo 3 sélo apare-
ce un ndmero impar de veces. Eso contradice la unicidad establecida
en el T.F. A,

Podemos, pues, suponer n# I ym# 1. Sean

1]

m Pr.-. Py

n gy --. @n

las factorizaciones de m y n, respectivamente, en producto de primos.
Entonces

(PL*Dy) ... (Dy*Py) = m = 15« n? =

= 3250+ (g,%¢)... (@n* dv)

pero esta igualdad contradice al T. F. A. pues, en el miembro izquier-
do, cada factor primo aparece un nfimero par de veces, en tanto que
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]
en el derecho el factor primo 3 aparece un n@mero impar de veces.

Esto demuestra la imposibilidad de tener enteros my n tales que m =
=15+ n°

Volvamos alT. F. A. Simes un entero no nulo ni unidad y py, ..., D,
son los primos distintos entre sY que aparecen en su factorizacién,
puede escribirse

t t

m = pll-" Ps

conpy, <... <p,, Esto proviene de agrupar los factores primos igua-
les. AsT

12 2+2¢3 = 28,3

72 = 2+ 2+ 2+3 63 = 2%43%

Siné€¥, n#1, es claro del T.F.A. que ndivide a m si, v sélo si, n
admite, por factorizaci6n en producto de primos, una expresién del
tipo

1
. P, conOsilsz‘,l,..., 0< 1, tg

6.4, Ejemplo, Se sigue de lo anterior que, dado

1 ig

m=np...D0, con py primos; py # py, si L # J

entonces los divisores posibles de m son
h h

... B

©

donde los A, pueden tomar todos los valores 0 < hy £ 1, de manera que
m posee exactamente

(L, + 1) o (13+ 1) ... (1, + 1) divisores posgitivos
Asl: 2% posee seis divisores positives: 1, 2, 2%, 28 2% 25

2%+ 3%+ 7 posee 36 divisores positives: 1, 2, 2% ..., 3, 3%
5,,.., 28 ¢3% .7,

6.5. Ejemplos

1. Cudl es el menor nimero positivo que admite exactamente 15
divisores positivos?

Solucibén, 15 = 3 » 5, Por lo tanto, el ntmero tiene la forma pa .
v g% con py g primos y p# ¢, o también p¥, p primo. Se trata de
hallar el menor ndmero positivo y para ello pueden utilizarse los pri-
mos m&s chicos. Los casos posibles son:

214
2% . 3%
32 . 2%



2¥ 1o descartamos, pues es mayor que los otros.

Como 2% + 3* =324 vy 3% 24 = 144; entonces, 144 es el nimero bus-
cado.,

2, Seana, byd enZ. Entonces sia # 0
2% = d + ¥®* =2 d es un cuadrado en Z.

Sia =16 -1, entonces 1 = d +» 2°y se sigue de inmediato que d = 1,
cuadrado en Z.

Sea o ¢ {1, -1}. Sea p un primo que aparece en la factorizacién
de o, digamos ¢, veces. Entonces p aparece 2 * 0, veces en a® Vea-
mos el miembro derecho. Sea b,y &, los nimeros de ocurrencias de
D en la factorizacién de by d, respectivamente. El T.F, A. implica
la igualdad;:

2sa0, = d,+2+ Db, = d,par
Como todo factor primo p, de & lo es de 2, resulta
d = pt... pjk‘ = (ot p:°)2
un cuadrado, como se querfa demostrar,
63

Consecuencias

i) Las ecuacionesa®=2 « p® a®= 12+ b5 4 =15 b3 ... no ad-
miten solucién en Z.

2
ii) % €Z, cona y b enteros, irnpli.ca.2 € Z. En efecto:

b
aE
?€Z= PPlaP=a® = d+ p?’=2d = c® =
=a® = (¢* D)®=a = (fc)* b=
Q
=b|a=b€Z

3. Suma de los divisores positivos de un nfimero. Sea

8 a a &
¢ = ixnlpli = ip11--- Ds’

donde los p,; son primos positivos distintos entre sI y los o, son ente-
ros positivos, Se quiere calcular la suma de todos los divisores po-
sitivos de a.

Los divisores positivos de a coinciden con los sumandos del pro-
ducto

a a
(Ltp+pi+. ...+  (L+p,+... +py
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la suma buscada coincide con el ndmero precedente que puede calcu-
larse a partir de la f6rmula de la progresién geométrica para cada
uno de los factores. Resulta

a,+1 a +1

(p,* -1 ... (p® -1)
Py -1)... (p, - 1)

g =

Se deja a cargo del lector calcular el producto de todos los diviso-
res positivos de 2,

6.6, Resolucibn de la ecuacién x* + y° = 2°. Si x, y y Z es solu-
cién, también lo es %x, %y, %z en %X € gz; interesa, entonces, obtener
soluciones positivas y ademds primitivas en el sentido que %, ¥ v z no
poseen ningdn factor primo comdn, para lo cual es suficiente obtener
las soluciones con (x, ¥) = 1.

Un ejercicio sencillo dice que de existir soluciones ¥, ¥ v z en ¥,
X e ¥ no pueden ser ambos impares. Supongamos, entonces, que X =
=27 ey vy z son impares. Se tiene

4t% = 2P y? = (z-y) s (z+Y)

Ambos, z - Yy z+}Y, son pares y, ademds, 4 no puede dividirlos, va
que se seguiria que z e iy son pares. Puede concluirse, entonces, que

- = +
A zzy z;y, con (zzy, zzy) =1
Se sigue del T, F. A. que
ﬂ:uz,ﬂ=v3,uyvenlv
2 2
Por lo tanto
x = 2yuv, Yy = V2. U5 z = uf+ 0

con (¥, v) =1y uUyvde distinta paridad.

Es claro que, dados uy v con esas propiedades, los valores de Xx,
¥V v 2z satisfacen la ecuacién X+ y2 = z°  Se han obtenido todas las so-
luciones primitivas, Como aplicacién de este resultado, se probard

la imposibilidad de resolver la ecuacién fermatiana
Ayt o= S

Para ello basta probar que la ecuacién ¥* + y* = z° no admite solucién
en N. Supongamos, entonces, que esa ecuacibn tiene solucién y proce-
damos a elegir una que tenga el valor de z minime. Se probaréd que
hay una solucién con z positivo inferior (jmétodo del descenso!)

De &* + y" = 2% (x, y) = 1, se sigue la existencia de ¥, U € N de
distinta paridad y tales que (u, v) = ly x®*=2uv, y°=v° - Fy z=¢42 +



+ v°. Analizando restos, no es diffcil inferir que u es impar v, por lo
tanto,v es par.

Dado que »° = 2uv, se tiene (%c)2 =U %, de donde se sigue que -g =

=%¢%y u=h> Consideremos la ecuacién v° +y% = y?

sultado inicial puede escribirse v = 2sr, y = &°

Aplicando el re-
- r’u=8"+r?con

v A
(s, 7) = L. Dado que 5 es un cuadrado, se sigue que & = afyr=p°
En definitiva, se tiene he = u = s+ r¥=0%+ v®, pero ahora h < z, de
P

manera que se tiene una contradiccién. La ecuacibn x* + yt= z° no es

resoluble y como consecuencia tampoco lo es ¥ +* = 2*.

6,7. Ejercicios

1. ¢Existen nGmeros racionales no nulos a, b y r tales que
32+ p%) =7 o r®?

1
2, Probar que si n> 1, entonces 1 +-2' +... +lno es entero,

n

3. Probar que para todo n € Z,

6 15,1 a, T
= + = + 4
i) : 7 3 15 n es entero,
iy Loa 1 5 11 63
ii} e +E-n + 51 n es entero.

4. Probar la no existencia de enteros my n tales que

H m® = 2nf iv) m* = 27
ity m® = 4n° v) m?® = 180
iii) m® = 12n® vi) m® = 2n®

5. Probar que si n = 2, entonces V7, es irracional {Sugerencia,
Recordar que n=2 = 2" > n).

6. Representar los siguientes enteros como producto de primos:

i) 147200 v) (63)% ¢ 18 s (21)°
i) (2100 vi) {1012 (5 1*
iii) 18 - 365 vii) (51

iv) (1980)%
7. Hallar el menor midltiplo positivo de 945 que sea un cuadrado.

8. Hallar el ndmero de divisores positivos de 2160 y calcular la
suma.



+ 2%  Analizando restos, no es diffcil inferir que u es impar y, por lo
tanto,v es par,

Dado que X = 2uv, se tiene (ic)af- u e 2, de donde se sigue que 2 =

2

=¢®y u="h" Consideremos la ecuacién v® +y?=y% Aplicando el re-
2

sultado inicial puede escribirse v = 2sr, y = g° - r‘a, u=g®+r2con
v .

(8, 7y = 1. Dado que > es un cuadrado, se sigue que & = a®y r=1o

En definitiva, se tiene h° =y = 8° + r? = a* + 1", pero ahora h < z, de

manera que se tiene una contradiccién. La ecuacibn x* +y* = z° no es

. s
resoluble y como consecuencia tampoco lo es x* + i* = 2*.

6.7. Ejercicios

1. ;Existen ntGmeros racionales no nulos ¢, b y 7 tales que
32+ p%) =7« r??

1
2, Probar que si n> 1, entonces 1 +-2' +... +%no es entero.

3. Probar que para todo n € Z.

n 1l s, 1 a 7
= + = + L
i) 5 7 3 o) 15 n es entero,
oy oo 1 4 11 65
ii) 7n +—3 n + 51 n es entero.

4, Probar la no existencia de enteros my n tales que

i)y m® = 2nf iv) m* = 27
i) m® = 4n° v) m® = 180
iii) m® = 12n® vi) m® = 2n

5. Probar que si n = 2, entonces Y7, es irracional (Sugerencia.
Recordar que nz 2 = 2" > n).

6. Representar los siguientes enteros como producto de primos:

i) 147200 v) (63)% 418 ¢ (21
ii) (2100 vi) (1017 (51)?

iii) 18 » 365 vii) (51

iv) (1980)

7. Hallar el menor miltiplo positivo de 945 que sea un cuadrado.

8. Hallar el nGmero de divisores positivos de 2160 y calcular la
suma.
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9. Para los siguientes valores de ¢ determinar la mayor poten-
cia de o que divide a 100'a = 3, 5, 15, 20, 25, 29, 33, 50, 75, 97,
100.

9360

10. ;Cuédl es el menor entero positive a tal que —;

drado en ¥?

es un cua-
11. ;Cu4dl es el menor nimero positivo que sumado a 935 da un
cuadrado?

12. Hallar la mayor potencia de 7 que divide al producto 10! s
+ 20! ¢ 30! ... 100!

13, ;Cudl es el nimero mé&ximo de factores primos que posee un
nimero < 100? Y ;< 10007

14, Sean 2 y b enteros positivos coprimos. Probar que

i) ¢ €N, cla + b= existen dy y da tales que ¢ =d, + da, d,|a,
dalby @y, da) = 1.

ii) Para todo n, a" y b" son coprimos.

iii) Si @ ¢ b = c*, entonces existen enteros positivos € y /' ta-
lesquea =ey b =/

15. Probar que logio 2 es irracional. ;Para qué valores dea es
log,o @ racional?

16. Hallar la suma v el producto de todos los divisores positivos

de:
i) 2«3 iii) 10!

ii) 2102, iv) 4% ¢ 9% . 148

17. Probar que un ndmero entero positivo es un cuadrado si, y
s6lo si, el ndmero total de divisores positivos es un nimero impar.

18. ;Qué poligono regular tiene:
i) 9 diagonales,
ii) 65 diagonales,
iii) 119 diagonales?
19. Hallar los menores ntimeros positivos que poseen:
i) 9 divisores,
ii) 18 divisores,

jii) 24 divisores.



20. Descomponer en producto de primos y hallartodos los diviso-
res de:
i) 13104,

ii) 46800,
iii) 91494.
21. Calcular n sabiendo que n* (n+ 1) = 992,
22. Calcular n sabiendoque n* (n+ 1) (2n+ 1) = 75174.

23, Cinco hombres recogieron en una isla un cierto nimero 7 de
cocos y resolvieron repartirlos al dia siguiente. Durante la noche uno
de ellos decidié separar su parte y para ello dividié el total en cinco
partes y dio un coco que sobraba a un mono y se fue a dormir. Ense-
guida, otro de los hombres hizo lo mismo, dividiendo lo que habia
quedado por cinco, dando un coco que sobraba a un mono y retirando
su parte se fue a dormir. TUno tras otro los tres restantes hicieron lo
mismo, dindole a un mono el coco que sobraba. A la mafiana siguiente
repartieron los cocos restantes d4dndole a un mono el coco sobrante.

Pregunta: ;Cudl es el nGmero minimo de cocos que se recogieron?

(Solucibn: Se tiene las siguientes ecuaciones:

n = 5r+1 n+t+4 = 5(k+1)
4% = 51 +1 4k +1) = 5(1+1)
4] = 5t + 1 o, equivalente, 4(1 +1) = 5(¢t + 1)
4t = 5r+1 4(t + 1) = 5(r+ 1)
4r = bh+ 1 4{r+ 1) = 5(h + 1)
4h = 53 + 1 4h+1) = 5(s+ 1)

por lo tanto 4° s+ (n+4) =5% + (s +1). Como (4, 5) = 1, se sigue que
5%|n+4, o sea n=5% + m- 4. Param=1, se logra el minimo, o sea
in= 15621, nada menos!)

24, Hallar el namero total de enteros positivos < 1000, coprimos
con 120. (Respuesta: 266.)
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NUMEROS PERFECTOS

Sean ¢ € Ny S(a) la suma de la totalidad de divisores positivos de
g. Se dice que ¢ es perfecto, si g coincide con la suma de la totalidad
de sus divisores positivos excluido el mismo g, o sea también S{a) =
= 20,

Por ejemplo:

6 = 1+2+3
28 = 1 +2+4+7 + 14
496 = 1+2+4+8+16+314+62+ 124 + 248

i) Notar que si @ es un entero positivo,

il) ¢ es primo si, y s6lo si, S(a) = a + 1;
i2) si p es primo y n € N, entonces S(p*} = 1+p+p2+... +
N pn+l_1;
p-1
i3) sia y b son enteros positives, (ag,b}) = 1= 8(a.b) = Sa) -

« §(b), o sea § es una funcién multiplicativa.

ii) Sea p primo de la forma p = 2"-1 {por ejemplo, 3 = 22-1,7
=28%1).

El ntmero

p+1

2. (2°1) = p.

es perfecto. Demostrarlo como ejercicio.

iii) (Euler). Sea ¢ un nGmero par perfecto, Probar que existe un
primo p de la forma 2°-1 tal que

a = 2™, (2"-1)

(Solucién, Seaq = 2™*. b, bimpar, n>1, b >0

28-1
20 = 2. b = Sl@) = S(2% . S(b) = 31 Sy = (2*-1)S(p) ..
2o b b
S(p) = = p+ , con = S - b ez

69
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Puesto que S(b) es suma de todos los divisores positivos de b, y

-2,,—?—1 |b, se sigue que an_ T =1y ast b=2"-1es primo, como se

queria probar. )

iv) Probar que si¢ >0y n=z= 2, entonces p = a" - 1 es primo sélo
sia =2y nes primo.

Notas: 1. Se sigue que los Gnicos nlmeros naturales perfectos
pares son de la forma 2"~ + p, con p primo de la forma 2" - 1.

2. Los primos de la forma 2" - 1 se denominan primos de
Mersenne (Marin Mersenne, 1588-1648). Los ftnicos primos de
Mersenne conocidos ocurren para p =2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61,
89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689,
9941, 11.213, 19.937, 21.701, 23,209, 44,497, 86. 243,

El nGmero 2°°%° _ ] tiene 25962 dfgitos. En efecto, si nes el nd-
mero de digitos de 2% ge verifica

lOn > 286345 - ZBSEGB 1> 10!!—-1
por lo tanto, tomando logyq resulta n> 25961 =n - 1, o sea n= 25962,
Se recomienda al lector el artfculo "The Search for Prime Numbers!'
por Carl Pomerance publicado en Seientific American, diciembre de
1982. Véase también Scientific American, marzo 1983, pig, 11
(Letters).
3. Sobre el tema quedan atGn dos problemas abiertos:

a) ¢Existen nGmeros perfectos impares?

b) ¢Existen infinitos primos de Mersenne?
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ORDEN p=-ADICO
Seanm € Z y p primo. Por v,(m) se denota la méxima potencia de p
que divide a m. Entonces, sim# 0,
0 = vy(m)
P*|m implica h < vy(m)
pvp(m) lm
Es claro que p[m si, y sbélo si,
vp(m) > 0
v,(m) se denomina el orden de m respecto de p (orden p-ddico).
Definimos también v, (0) = =,

Con la nocién de orden se puede enunciar la condicién de divisibi-

lidad
m‘n si, y s6lo si, (Y p), p primo, vy (m) S v, (n).
Es de notar que sim # 0, entonces
v,(m) = 0, para casi todo primo p
(por esto debe entenderse que V,(m) = 0 para todo p, salvo un conjunto

finito de primos). Entonces el producto

vp(n)

(x) Ip
P

donde p recorre todos los primos positivos, s6lo contiene un néimero
finito de factores # 1. Por lo tanto, aunque parezca un producto de
infinitos factores, (%) tiene sentido. Pero es claro que

Vp(n)

Mp

P

= m

vy es ésta la forma que adquiere el T. F. A,

Por ejemplo

"
[\

.
w

6 = 22 e 314 5%.7%, 119 139, .

i

15 20434524 794 11% . 13°

]

35

n



Probar la validez de

i) |xl, = 02x =0,

i) Te »yl, = |xlp o |yl

iii) |x +¥| < max{|x|,, |yl,},

iv) |x+y|, = mdx{lxl, |y|,}, silx|, # |yl

7. Sea p primo > 0. Extendemos la funcién orden p-4dico a §. Sea
0#¢g €4. Existen tnicos r, 8 y t enteros tales que ¢ = p™ » -‘-95, tales

que pls » ¢, (8, t) = 1. Definimos v (g) = r. Se tiene vp: @ - {0} = 2.
Probar la validez de las propiedades enunciadas en 5.

8. Extender el ejercicio 6a la norma p-4dica sobre { por lO |.p =0

y lxl, =p ™, si0#x=pW. %, con (s, t)=1, ypls » t.

a) Evaluar

) 700
i) \)-7(1_9_7),

i) vg(-0, 0635),
128

iii) va(77),

) vad,

26
v) Vya(- 1_6_5)'

La norma p-4dica permite definir sobre ¢ la métrica o distancia
p-4dica.

b) Evaluar |x-y|, en los siguientes casos:

i) |1-261g,

i) |1-261s,

1 1

iii) l-g"‘—lzha,

iv) |1-1831,.

c) ¢Qué significa decir que un nGmero racional Xx satisface
lx]p <12

d) Probar que si x € {, satisface |x|p, <1, ¥V, entonces x € 2,
Nota: La métrica p-4dica al definir una distancia sobre ¢ permite

desarrollar un andlisis "'p-4dico' Se pueden definir, por ejemplo, las
nociones de sucesién convergente y sucesién de Caunchy. Usando | |;

13



se puede repetir la cldsica construccién de R a partir de § {via el va-
lor absoluto ordinario) para obtener para cada primo p un cuerpo @,
llamado el cuerpo p-ddico. Es posible dermostrar que los elementos

=]
de Q, se representan por ''series' L a,p’, donde a1 son enteros tales
=n

que 0 < a4 < py m es cualquier entero. Por ejemplo

-3 = 0+234+2 3% 2243%4
S5 = 14+1e3+2e¢324203%4,
%: 2+23+2¢3242.3%4,,,
%: 2.3l+z+2-3+z-32+2.33..

La invencién de los nimeros p-4dicos, a fines del siglo pasado, se
debe a Kurt Hensel (1861-1941), matematico aleman. En la teorfa alge-
braica de nimeros se han obtenido importantes resultados graciasa los
nimeros (y métodos) p-adicos.

14
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DESARROLLOS 8-ADICOS

Comencemos con un ejemplo, Tomemos el nimero 2351 y some-
t4dmoslo a sucesivas divisiones por 5, como se indica a continuacién:

2351 5

35 470 5
01 20

4 Y

5
8
4 3

(%)

Veamos cuél es el significado de los sucesivos restos: 3 3 4 0 1 y
para ello escribimos

2351 = (47054 1) = (94 ¢« 5+0) s 5 +1 =
= 94«52+ 015 +1 = (18+5+4)+5240+54+1 =
= 18 +52+4 +5%240+54+1 = (5+3+3)+5%+
+ 4452505 +1 = 3 «5%+3.5%+445%4045+1
2351 = 3 « 5t 4+3 +53+4 4524045 +1

Los restos hallados son los coeficientes de la expresién polinomial en
potencias de 5. Puesto que los restos de la divisi6én estdn determina-
dos univocamente, es posible utilizar esos restos para representar
2351. Entonces escribimos

2351 = (33401),
Se puede cambiar 'la base" 5 y obtener andlogamente
2351 = (100100101111),

2351 = (1848),,

9.1, Teorema, Sea 8 €F, g > 1. Para todo n €1V existe una ex-
presién polinomial en &, llamada el desarrollo g-ddico de n, del tipo
siguiente: q

n =71 a,+ 8! dondeqg, €3 0<ay<s
=0

Dicho desarrollo es Gnico en el sentido siguiente:

t t
Zaiu‘gi:ans",ogal<3,osb1<8
120 y=0 73

15
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ae £ 0, by # 0

implican: ¢ = h y

ay = by ¥4 = 1,...,¢

Demostracibn, Si n = 1, el desarrollo s-ddico de 1 es 1 y el teo-
rema es trivialmente cierto, Supongamos inductivamente que el teo-
rema ha sido probado para todos los enteros positivos menores que un

entero positivo Ai.

Se debe probar que el teorema es cierto para k5. Por el A, D. se
tiene

B =gsvgd+r, Ocr<g L]

Cabe suponer que s < %, pues si k¥ < g, entonces el desarrollo es

)4 0Osvs8+hk sik<s

A

1l

lss+0, sikh = g

Entonces de 8 < & y [*] se sigue que 0 < g. Adem4s, de 1 <8, se
sigue que

g<q'sgg-s+r = kK
FPor lo tanto, por la hipftesis inductiva, el teorema vale para ¢. O sea
t
g = L g v8' 0<g,<s

1=0

y operando

K geg+r

Gee ™ML, +as+r
que es un desarrollo s-4dico de %. Por consiguiente, vale el paso in-

ductivo y la primera parte del teorema es cierta cualquiera que sea n.
Veamos la unicidad. Sea

t h
Layesgt = L byesg! 0<ay by<s
{=0 J=0
o #0, B, #0
Entonces
t h
a0+ (L ay v s'™) v 8 = B+ (L bye g™ g
1=0 §=1

Nétese que g = by por unicidad del resto en la divisién por 8. Apli-
cando la hipbtesis inductiva a los términos de la derecha en ambos
miembros resulta



t =hyo by,..., a0 = Db,
con lo cual la unicidad queda probada.
8,2 Ejercicios

1. Probar que mediante una balanza de dos platillos y una pesa de
cada uno de los valores 1, 2, 4, 8, 16, 32,... es posible pesar cual-
quier cuerpo cuyo peso sea un nimero entero de unidades, y que,
ademds, la forma de hacerlo es dnica. Demostrarlo para los pesos:
31, 63 y 99,

2. Probar que mediante pesas de 1, 3, 9, 27, 81,... unidades es
posible pesar, y en forma univoca, cualquier cuerpo cuyo peso sea un
nimero entero de unidades, siempre que sea posible utilizar ambos
platillos para colocar pesas.

3, Escribir en el sistema hexadecimal (base 16 y "dfgitos™ 0, 1,
2, 3,4,5,6,7,8 9, A, B, C, D, E, F) los siguientes nimeros da-
dos en el sistema decimal:

i) 11, 15, 16, 17, 32, 65, 170, 200, 256, 271,
ii) 4074, 61. 642,

4, Probar que los desarrollos g-4dicos pueden efectuarse para
valores de g < 0 (Sugerencia. Desarrollar en base -g y notar que si
0<t< 's\, entonces -1 = (\s\- 1) + 8. Por ejemplo, en base 5: 17 =
=243 65 =22+ (-3)(-5)=2+2-+(-5)+ 1+ (-5)3=(122)s")

5. i) Escribir en el sistema binario negativo (base -2) los si-
guientes ndmeros dados en el sistema decimal: -10, -9, -8, -7, -6,
-5, -4, -3, -2, -1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10,

ii) Dado o = (3234 14); expresar ¢ ¥y -a en base -5,

iii) Escribir en el sistema negadecimal (base -10) los siguien-
tes ndimeros dados en el desarrollo decimal: -1, -2, -3, 1, 2, 3, 100,
1000, 1234567890, Ejemplos: -1 = (19}, 10 = (90)40, 100 = (100)_4e.
Nota. Obsérvese que si & > 0, entonces s6lo los nlimeros enteros po-
sitivos o cero admiten desarrollo en base s. Los nidmeros p-ddicos
de Hensel permiten desarrollar todo entero en base 8 > 0. Por ejem-
plo, en base 8 =3,

5 = 14+13+2¢3%42¢3%4

Una verificacién formal de esta igualdad se puede obtener sumando
5 = 2 + 3 a ambos miembros y ''llevdndose' unidades en ¢l miembro
derecho

3423423242038+,

<o
n

O+3 3 +239423%4+ .,

1
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O0+0 3 +303%42543%4

O+0+3+0+324+3.3%4,

......

O+ 03 +0s 32404 3%4 .

=0
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PARTE ENTERA Y PARTE DECIMAL DE UN NUMERO REAL

Para cada ¢ € R, existe un nfimero entero designado (2] con la

propiedad:

lal<ca<(al +1

En otras palabras, [2] es el mayor entero menor o igual que a; [2] se
llamarg parte entera de a. EIl ndmero real?¢ =a - [a], llamado parte
decimal de a, satisface las propiedades:

a = (el +t 0O<st<l1

10,1 Ejemplos

i
—
~
[ mam
1
|
v
"
I
Y
N

(0] = 0, (3

F1=04

1
1
0
—
)
—d
]
»

10.2 Propiedades

i) Siay D son enteros a > 0, entonces existe r € 7 tal que

b = a'[-%]+r, con 0 <r<a,

ii) X €R, n€Z; entonces [x+n] = [x] +n En efecto:

Tl < x<[x]+1

x) + nesx+n<x]+n+1

Y por unicidad de la parte entera: [x+n] = [x] +n

iif) x, ¥ €R, [x]+ [yl {x+y]. En efecto:

iv)

x) <x
Wl=<y

(x] + W) <x+y osea [x]+{y]slx+yl

x] + [-x]

U

{0, six €2

-1, six ¢ 2

Es claro que si x € Z, entonces -x € Z, de donde [x] +[-x] = x+

+ (-x) = 0.

19
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Sea x¢Z. Luego [x] <x < [x]+ 1; por lo tanto, -([x]+1) < -x < -[x],
lo cual dice que [-x] = -[x] -1y, en consecuencia, [x] + [-x] = -1.

v) [x)+[x+ —é—] = (2x].

En efecto, sea x = [x] +8, 0< 6 < 1. Se sigue que [x +%] = l‘_x] +

+ (e +§1-] =2 -0+ [0 +%]_ Por lo tanto, [x]+l:x+—;‘]=2x-2 0+
1

+[8+5.

Siox 6<%imp1ica (1G] +El] =0, o sea:
[x]+[x+-21-]s2x= [x]+[x+-;—]+2 6<Ex]+[x+%]+1
por lo tanto [2x] = [x] + [x+%].
Si—;-58<1, se tiene [B+—;]=1y152 8<2, o0osea2x=[x]+[x+
+%]+29— I, con0<28-1<1; es decir que [2x]=[x]+[x+2L]_

vi) Andlogamente se prueba que:

B el + Do+l +[x+2] = [3x]

y en forma bastante similar la relacién general, para todo m € ¥:

ii) [x]+[x+%]+... +[x+%1] = [mx]

cuyas demostraciones se dejan como ejercicio para el lector.

vii) Para todo m € N, se tiene [%] = [[—:%]—] Sean x=[x] +8, 0<
£8<1;{x]=ms+?¢, 0 < ¢t <m(algoritmo de divisién entera). Se tiene:
x 7
[—-—-:] =s+—t—, con 0 <—< ]
m m m

y por lo tanto

I
®

2
m
Por otra parte, x=ms +¢t + 8 y como

O<t<sm-1, 0s8<1, 0st +8<m

de donde [%—] =8. Y en conclusién

X [x]
[;n'-] = [-r—n—]



10,3, Una Aplicacién Aritmética de [¥). Sean n €N, p primo po-
sitivo. Entonces el mayor exponente m de P tal que p® divide a n! es
exactamente igual a

1+ A+ g8+

(La suma concluye con el primer exponente t tal que p* > n; por ejem-

plo, E ]+[ ]+[ ]+ [ ]+[ =5+1=6)

En efecto, los nimeros positivos menores o iguales que n, divisi-
bles por p satisfacen: pspetsn

O sea
1sts[%"]s%L

Ahora, los nimeros positivos menores o iguales que n, divisibles
por p® satisfacen

pPcspfet s, osealsts[fz—}s%

Este proceso, repetido para todas las potencias de p menores o
iguales que 7, demuestra nuestra afirmacién, Conviene ahora expre-
sar la factorizacién de n! en producto de primos en la forma siguiente:

L (2]
nt =1 p '
pEP

donde P denota la totalidad de primos positivos.

10,4 Ejemplo, El exponente con que 5aparece en la factorizacién
en producto de primos de 50 ! es

50 50
—_ 4+ | — = -+ =
51+ 155) 10 + 2 12

Se sigue que el desarrollo decimal de 50 ! termina en 12 ceros, El
exponente con que 3 aparece en 50! es

[ ]+[ ]+[ ]= 16+5+1 = 22

A manera de ejercicio, halle el lector la factorizacién en primos de

50!

10,5 Ejemplo, Varos a determinar el nimero de ceros en que
termina el desarrollo en base3 de 100! Si 100!=3"+3, con (b, 3) = 1,
v se escribe b=3k+ 71, conr=1o0r =2, se tiene:

100! = 3™ 4 3 4 e 30

lo cual dice que el desarrollo en base 3 de 100! tiene exactamente m
ceros. Pero m es la mayor potencia de 3 que divide a 100! Se sabe ya
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como calcular esta mdxima potencia, o sea mediante la suma

100 100 100 100
['3_]‘*‘[_3‘7]4‘[-33_]*[?—] =33 +11+3+1 = 48

En consecuencia, concluimos que el desarrollo en base 3 de 100! ter-
mina en 48 ceros.

También es posible determinar el niGmero de ceros en que termina
el desarrollo de 100! en base 10 si se halla la mayor potencia de 10 que
divide a 100. Puesto que 10 =2 + 5, habr4 que calcular la mayor po-
tencia de 2 y la mayor potencia de 5 que dividen a 100. De estos dos
nimeros habrd que tomar el menor. Por lo tanto habrd que calcular
golamente la mayor potencia de 5 que divide a 100! Esta es:

100
[—5—] + ['IEOEQ‘] = 24

Por lo tanto, el desarrollo decimal de 100! termina en 24 ceros. JEn
cudntos ceros termina el desarrollo en base 15 =3 + 5de 100!'? La
discusién precedente dice que en 24 ceros.

10, 6. Sean n = p*, con p primo positivo, y a € ¥. Vamos a probar,
a manera de ejemplo, que: n l (n-1)! si, y s6lo si, p es impary a > 1
op=2ya>2 Por ejemplo2®|7!, 33|8!, 4f3!, 54!

Es claro que pa|(n-1).’ si, y s6lo si, la mayor potencia de p que
divide a (n~-1)! es por lo menos @. De 10 *» 3 se tiene

a8
(E=ly s 22 ly v+ (B2l
P p p
y de 10.2.ii) la suma precedente es (p*-1) + (p*2-1) + ... + (p-1) =
a
-1
= pp_l - @. Hay que analizar la validez de la inecuacién

—%—11— -a =@, o sea p*-1 = 2a(p-1)

Si p =2, la desigualdad es v4lida para ¢ > 2. Sip# 2, es vdlida para
o> 1. La afirmacién queda demostrada. Se propone ahora al lector
extender este resultado al siguiente: Sean n €N, n>4 y n compuesto.
Entonces

nl(n-1)!

10.7 Observacién. La propiedad 10. 2. vii) permite simplificar el
cdlculo de la suma

™8

2
1 [pJ

[y
n

En efecto, es de notar que por esa propiedad se tiene

() = [P_ﬁ]
p

p



Asf, por ejemplo, para n= 1000y p =3 los cdlculos serfan

1000 333 111 37
—— =3334+8, — = 111, — = 37, — = 12 + 8,
3 3 3 3

19

L S

3 3

En consecuencia, la suma buscada es 333 + 111 +37 + 12 +6 + 2.
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CONGRUENCIAS

Seanm €N y @y b enteros.

11. 1., Definicibén, Se dice que o es congruente a b, médulom, en
stmbolos

a=B(moa=bmbd. moa=>~, méd. m*
si mdividea b - 2. En simbelos
a = b(m) = m| (b - a)
por ejemplo
1=.1(2) 31= -9(10)
3 1(2) 13 = 3 (10)
3= 1 (2) 121 = 21 (100)
2= 7(9) 4317 =317 (1000)
2 =.7(9) 13 = 33 (10)
15 = 0 (5) 131 =731 (100)

Ejemplo. o = b(l) para todo par a,b, Por a # Dim) se denota la
negacifén de a = b(m), Por ejemplo

32 (2) 5 #4 (2)
3 F0(2)
11.2., Ejercicios

1. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:

i) 11 = -1 (6) v) 31=-18(7)
ii) 13 = 0 (2) vi) 3= 3 (2)
iii) 10° =10 (3) vii) 1= -1(2)
iv) 270 = 15 (54) viii) 90 = -1 (13)

2. ;Qué valores de m hacen verdaderas las congruencias siguien-
tes?

i) 5= 4 (m) iv) 1214567 = 3124567 (10%)
1i) 5= -4 (m) v) 1= 0 (m)
iii) 1197 = 186 (m) vi) 3= -3 (m)

vii) 1197 = -286 (m)

% a = b, méd. M, notacibn original de Gauss, capftulo 1 de "Disqui-
sitiones Arithmeticae'

8
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3. Probar que sia €2 es impar, entonces a° =1 (8).

4, Probar, sia €2, que:

i) o’ =a (1)

i) (@,7) = 1= =1 (7).

|

11,3, Proposicién, Vo, D €Z, a b (m} ® aybtienen el mismo

resto en la divisién por m.

Demostracibn, Sean

a =meh+r, Osr,<m
b =meh+r, 0=ry,<m conr, =Ty
Entonces
b-a =me(h-h)+(r-T,), con0sry-r,<m

Se sigue que 7y - 7, es el resto de la divisién de b - a por m. Por lo
tanto

a2 bmemb-awr, =r,

Se deja a cargo del lector verificar las siguientes propiedades de la
congruencia:

i) Reflexividad: a = a (m),

ii} Simetrla: o = b (m) =D = a (m).

iii) Transitividad: ¢ =b my b=c (m)=>a =c (m).
iv) @ =0 (m) = m|a.

v a=b(m=>a+c=b+ce (m.

vi) a = b (m)=ac = be (m).

vii) a=b(mye=d(m=axc=bxd (m).

r r
viil) @y =B (m), L =1,...,7= L o =L by (m),

ix) a=bmyoe=d(m=ae=bd (m.

b r
L ..., r=1 0 =1gl by (m).

x) Qi =b (m), 1

1]

xi) a=b(m)=2a" =1 (m) (nEN).



xii) Sea f(¥) € Z[X] un polinomio con coeficientes enteros, @ = b

(m) = rf(a) =1 () (m).

xtii) (m, ) =1, a=db(m), a=b(n)=a=ph (mn).

n

xiv) eb=ae (m=>b=c ( ).

(@, m)

be {(em) = a =D (m).

n

xv) ae¢
xvi) a =b (m)ynlm=a=2(n).

xvii) a =b (m) = (a, m} = (b, m).

xviil) ac=be (M y (e, m)=1=2a =D (m).

(Nota: ;Qué puede decirse de la siguiente afirmaciéniac = dc (m) =
=2qg=b (m)?.)

xix) p > 0 primo, a¢b =0 (p)=2a=0(p)o b =0 (p).
xx) Pequefio Teorema de Fermat:
- af =a (p).

- : =1 Pl o= 1 .
(a, D) =a (p) 8]

Es resultado de 4.7.6. y de la propiedad xviii). Otra demos-
tracién puede hallarse en 13.8.

1.4, Ejercicios
1. Probar que para todo n, " - nes divisible por 42,

2. Probar que n*® - nes divisible por 2, 3, 5, 7, v 13, para todo
nex.

3. Probar que n*® - al?

con 13.

es divisible por 13, si ny @ son coprimos

12

4. Probar que n'® - a'® es divisible por 91, si ny a son coprimos

con 91.
5. Probar que 13‘2'70 + 37°,
6. Probar que 11 « 31 » 61 divide a 20 - 1.
7. Probar que si{a * », 133) =1, entonces 133|a*® - b¥°

8. Probar que para todo n: 2* =1 (3), 2 =1 (7), 2" =1 (15).

9. Probar que si p es un primo mayor que 7, entonces p° - 1 es
divisible por 504.
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11.5. Nota, Las tres primeras propiedades de = expresan que
ésta es una relacién de equivalencia en Z. Como tal determina una
particién de Z en clases de equivalencias. Una clase de equivalencia
est4d formada por todos los enteros congruentes entre si, médulo m.
Por ejemplo, simes 5, las clases de equivalencia son exactamentel

Zy = {..., -10, -5, 0, 5, 10,...} = {58+ A+0|neZ]

——
It

2, =0..., -9, -4, 1,6, 11,, {5 «n+1|Kez}

Zg = (..., -8, -3, 2,17,12,...} = {(5+n+2|kez}
z,=1{...,-7,-2,3,8 13,...1 = {5 k+3|k €2}
Z4 = {-r-.v ‘6) ']-: 4; 9’ 14,--.} — {5' 1€+417‘EEZ]

La propiedad de ser estas clases una particién de Z significa que

Z = ZoUZyUZgU ZgU Z,

Z, # ¢ para todo { 0, 1, 2, 3, 4

Zth‘ = ¢ sitl #J

O sea, las clases no son vacias, no tienen elementos en comdn y su
unidn es Z,

La propiedad 11.3. es la que caracteriza a la congruencia, y dice
que la congruencia médulo m clasifica a los enteros por su resto en la
divisién por m: dos enteros son equivalentes médulo m si, y s6lo si,
poseen el mismo resto en la divisién por m. Por ejemplo, sim =2, la
clasificacién en Z es de pares e impares.

Las propiedades v) y vi) expresan la compatibilidad de la suma y
el producto de enteros con respecto a esta relacién de congruencia.
Esto es muy importante, pues permite "trasladar' las operaciones de
suma y producto al conjunto de clases de congruencia. Esto da lugar
a los anillos de enteros médulo 7 y asf a la "aritmética médulo m",

11, 6. Aplicacibén, Criterios de Divisibilidad
i) Sea a un ndmero natural. Escrito en forma decimal es

e = a

¢ 10T+ ... +ag v 10°4+a; » 10 + ap

0<ay<9, ¢t =20,1,...,71r

se tiene: Qg = Qg (mo6d. 3}/ (méd. 9)

]
n

10 = 1 (mbd.3)/ (méd.9) = a, * 10 = 0y (mdéd 3)/(méd. 9)

]

—

(]
L Y]

1}

1 (méd.3)/(mb6d.9) = ag+ 10° = a3 (Mbdd.3)/ (mbd.9)



y, en general,
Vn, 10° =1 (méd. 3)/(méd. 9) = a, « 10" = g, (mdd.3)/ (mdbd.9)
y, porlo tanto (11. 3, vii), sumando miembro a miembro:
a=agt+a +az+... +ay (mébd.3)/ (méd.9)

la cual dice {cagln 12.3) que & v la suma de digitos as + a4y + ... + a,
del desarrollo decimal de @ tienen el mismo resto en la divisién por 3

(v por 9). De aqui resulta la regla de divisibilidad por 3 (y por 9): un
nimero es divisible por 3 (y, respectivamente, por 9) si, y sblo si, la

suma de sus digitos es divisible por 3 (y por 9, respectivamente),

Ejemplos:
102, 210, 2100, 2001, 2301, son divisibles por 3

27, 270, 72, 720, 702, 7002, son divisibles por 9

i) Otro caso interesante de estudiar es la divisibilidad por 11.
Para ello nos basamos en la congruencia

10 = -1 (11)

por lo tanto

10° = 1 {(11)
10%= -1 (11)
y en general
10" = (-1)° (11)
Sia=a,+10"+.,. +a; *+ 10 + @y, procediendo como en el caso i) se
llega a que
ayog-0a, *+az... +(-1) a,

tienen el mismo resto en la divisi6én por 11. Un nimero es divisible
por 11, sila suma alternada de sus coeficientes es divisible por 11.

Ejemplos:
11, 1111, 111111, son divisibles por 11
111, 11111, no son divisibles por 11
2233445566, es divisible por 11,

iii) Criterio de divisibilidad por 7, 11 y 13. Puesto que 1001 =
=70 11+ 13, se sigue que

10° = -1 médulos 7, 11y 13.
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Por lo tanto, dado
@ = Go+a, * 10+0ag+ 10°+... +a,* 107
= (Qa@1Q0) + (Qgela) * 10%+ ...

se sigue que el resto de la divisién de @ por 7, o por 11, o por 13,
coincide con el mismo resto de

QalnGo - (gl40s + Qglalg - . ..
Por ejemplo, el ndmero 12. 345. 678. 910 tiene el mismo resto que
910 - 678 + 345 - 12 = 565

en la divisién por 7, por 11 y por 13. En consecuencia los nlimeros
123. 123, 547.547 son divisibles por 7, por 11 y por 13. Es de notar
que, siendo 7, 11 y 13 coprimos de a dos, el criterio anterior es tam-
bién un criterio de divisibilidad por 1001.

Se deja como ejercicio para el lector reducir a una fraccibn irre-
ductible la fraccibén

547, 547
999.999

iv) Criterio de divisibilidad por 99, Puesto que 10° = 1 {99), se
sigue que s8i @ = Qg+ 0y * 10+ a5 ° 102 + . .. tiene el mismo resto en
la divisi6én por 99 que

a4y Qo + QgQg + Qglq + . ..

Por ejemplo, el ndmero 123, 123 tiene en la divisién por 99 el mismo
resto que

23 +31+ 12 = 66.
v) Escribir los ndmeros en base 30 y hallar un criterio de divi-
sibilidad por 31. Puesto que 30 = -1 (31), 30°= 1 (31), etc., se sigue
que (@, Gpoy ... Oy Qolao €s divisible por 31 si, y s6lo si, Qo - 3y + Cg -

-0g+... +(-1) @, es divisible por 31.

Ejemplo, Calcular el resto de la divisién de 7% por 11. Se tiene
122 =10 » 12 + 2. Por lo tanto, dado que 7*° =1 (11)

71%'3 = 710.13 . 72 (11)

77 (11)

Hl

5 (11)

Luego, el resto buscado es 5.



11.7. Ejemplo, Hallar la cifra de las unidades de 17*®.  Se tiene
17%® =g, « 10+ ... + 0, *» 10 + @o. Se trata de hallar g, en el desa-
rrollo decimal de 17, Pero adviértase que 0 no es otra cosa que la
solucibn de la congruencia

17% = g4 (10)
Ahora, puesto que 17 =7 (10), se reduce a encontrar @y tal que
7® = a0 (10), 0 S ag <10

3%=7, 7R =21=1, 7% =3 (10),

1]

Resulta 7°=9, 7°=3, 7°
luego, 0y = 3.
11,8, Ejercicios
1. Enunciar criterios de divisibilidad por: 2, 4, 6, 8, 15, 25, 26.
2. Enunciar criterios de divisibilidad por: 14, 18, 19, 21.

3., Dado que 10* = -1 (73), hallar un criterio de divisibilidad por
73.

4. Hallar criterios de divisibilidad por 3, 5, 7 v 11 en base 2.
5. Hallar criterios de divisibilidad por 8, 7 v 13 en base 12,
6. Hallar un criterio de divisibilidad por 13 en base 1000,

7. Hallar un criterio de divisibilidad por 23 en base 21.

8. Hallar un criterio de divisibilidad por 101 en base 100.

9. Hallar criterios de divisibilidad por 37, 11 en base 1000,

10, Hallar el resto de la divisién por 7 del nGmero escrito en base
12 con cifras 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, b:

a9b8a 625430 1200 12a

11. ;Para qué valores de X es el nfimero axb83a 107522, escrito en
base 12, divisible por 7°?

12, Justificar el siguiente acertijo. Se toma un nfimero 4 de tres
dfgitos {por ejemplo, 927), se lo multiplica por 143 (por ejemplo, 927 °*
* 143 = 132561). Luego si se multiplican las tres Gltimas cifras del
nlimero asf obtenido por 7 se obtiene un n@imero cuyas tres Gltimas ci-
fras coinciden con 4 (por ejemplo, 561 * 7 = 3927) (Sugerencia, Obsér-
vese que 143 * 7 = 1 (1000)).
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12

ECUACION LINEAL DE CONGRUENCIA

Se trata de estudiar, en general, el problema de resolucién de la
ecuacib6n en X

@ X = Db(m £x]

Es ficil ver que el problema no siempre admite solucién; por ejemplo,
2+ X=3(2) no posee ninguna solucién en Z, pues cualquieraque sea
x€Z, 2x=0(2)y3=1£0(2).

Nb6tese, ademds, que si X, es solucién de [*] también lo es x; +
+ %+ m de manera que si [*] tiene una solucién, tiene entonces infi-
nitas soluciones. Para evitar la ambiguedad de infinitas soluciones,
nos limitaremos a considerar las soluciones x de [*] tales que 0 < x <
<m, que llamaremos soluciones principales.

Por ejemplo, la ecuacién 3 * £ =7 (11)admite una dnica solucién x,
con 0 < x<11, a saber, x=6.

Se obtienen otras soluciones tomandox =6 + % +m. Por otraparte,
si y es también solucibénde 3 ¢+ X =7, setiene3 sy =3 2+ 6 =7 (11) v,
por lo tanto, 3 * (4 - 6) es miltiplo de 11. Como 1113 se tiene
11)(u-6), oseau-6=11 %Xk wu=6+ke+ 11, para algin % € 2.

Se ha probado que la solucifn general de3 ¢« X =7 (1l)es 6 + k& » 11,
A A

12.1. (@, m) =1 es condicibn suficiente para que la ecuacibén aX =
= b {m) tenga soluciones.

Si(a, m) =1, entonces se sabe que existen enteros r y s tales que
1l = resat+sem

por lo tanto B =(rp) * @+ (8b) * mya s (rb) =b (m con rb solucibn de
(%], lo que prueba el enunciado.

Esta condicién no es necesaria; por ejemplo, la ecuacién 2 » X =
=2 (4) es resoluble (cualquier entero impar la satisface). Sin embar-

go (2, 4) =2 # 1.

12. 2. La condicidn necesaria y suficiente para que la ecuacidn
a « X=Db(m) admita una solucidn es que (@, m)|b.

Si x es solucién de la ecuacién, entonces

a*x-b = Hhken
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para algdn m o sea
b = a s x+(-% +m

de la cual se sigue que sia € es tal que d|a y d|m, entonces d|b, por
lo tanto (a, m)lbw

Reciprocamente, si (a, m)|b, al analizar la ecuacién

Q ¥ = b m [23
@m”  (a,m ((a, m))

ge observa que admite solucién pues

a m -
@ m m))

Si x es solucién de [2], también lo es de [*], pues se tiene que

g X = i -—m—=~a—x- b = ke 7 2ax-b =
(@, m) (@, m} \(a, m) a, m (a, m (@, m

= km=ax=b(m

Ejercicio. Probar que si X es solucién de aX = b (m) también lo es

de
m
aX=b
((a, m))

12,3, Ejemplo. Sea la ecuacibn 42 « X =50 (76). Como (76,42) =
=2y 2|50, la ecuacién tiene solucidn.

A partir de la idea anterior de dividir por (a, m), consideremos la
ecuacién

21« X =25 (38)
la cual tiene solucién, pues (38,21) =1. Comeo
42 + X =50 (38)
o también
4 ¢« X =12 (38)

y esclaro que x = 3 es soluci6én, Por consiguiente, se ha hallado una
solucién de 21 « ¥ = 25. Todas las soluciones de 21 ¢+ X = 25 (38) son
de la forma 3 + % » 38,
Volviendo a la ecuacidn original 42 « X = 50 (76), obsérvese que
3y3+38 = 41

son las dos tinicas soluciones comprendidas entre 0 y 76.



La solucién generaldea *» X = b (m) se obtiene en forma aniloga en
el caso (a, m)\b. Los pasos son:

i) Resolver la ecuacién

a _ b m
@m e m ((a. m))

ii) Si x es una solucién de la ecuacién anterior, x <

m
—, las so-
(@, m)
luciones de a + X = b (m) no congruentes entre st médulo m, son

X+24s —, ..., X+ ((ma)-1)

m
+ —
X ey @, m)’ @+ m

o sea, hay (@, m) soluciones no congruentes entre sf médulo m.

12,4, Ejemplo., Sea la ecuacibn 30 e X = 18 (78)., Se tiene
(30, 78) = 6 y como 6|18 la ecuacibn tiene solucién, Hallemos prime-
ramente una solucién de 5 « X = 3 (13). Se ve facilmente que la solu-
cibn es 1l

Luego las soluciones de 30 » X = 28 son

11, 11 4+ 13,11 +2 « 13,11 43+ 13,11 +4 » 13,11 +5 + 13
todas distintas entre sf médulo 78,

12,5, Aplicacién, Sean ¢, b, ¢ €¥ con (@, b) = d. Se deja como
ejercicio para el lector probar que:

i) La ecuacibén aX + bY = ¢ admite soluciones X5, Yo si, y sblo si,
dle.

ii) Si Xp, Yo es solucién de la ecuacién precedente, entonces la
solucién general estd dada por

con h € Z arbitrario,

iii) Resolvamos la ecuaci6n 31X + 21Y = 1770 en valores de X, ¥ no
negativos. Dado que (31, 21) = 1, la ecuacibn admite solucién. Se
tiene 31+ -2+ 21 +*3 =1 vy, por lo tanto, 31 ¢ (-2 » 1770) + 21 = (3 =
¢ 1770) = 1770; con lo que X = - 3540 e Yy = 5310 son soluciones. Dado
que nos interesan soluciones no negativas, hay que resolver las ecua-
ciones

Xo+h 21 -3540+h+ 2120

Yo - B+ 31 5310 - h* 3120

Resulta h: 168,57 < h < 171,2, o sea h € {169, 170, 171}. Se obtie-
nen las siguientes soluciones:
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ho= 169, % =9,y = Tl;h = 170, x; = 30, y; = 40;

L]

ho= 171, X3 = 51, y3 = 9.

Sean a, b, ¢ €N¥ y (a, b) =1, Interesa analizar la existencia de solu-
ciones no negativas de la ecuacibnax+ by =¢, osea ¥x20, y=20. La
resolucién de este problema se puede interpretar fisicamente si se
piensa en recipientes de g litros y b litros y se quiere saber qué

capacidad ¢ puede medirse con esos recipientes, Por ejemplo, siag =
=5y b =7 puede medirse:

24 = 2 +5+2+«7 28 = 0+ 5 +4 7
25 = 5+ 54+0+7 29 = 38 5+42 7
26 = 1 +5+3 4«7 30 = 6+5+0+7
27 = 4 +54+1+7 31 = 2 ¢5+3++7

Es fdcil ver inductivamente que cualquier capacidad ¢ = 24 puede me-
dirse con recipientes de 5 y 7 unidades, respectivamente. En cambio,
¢ =23 no es posible. La condicién (¢, b} = 1 asegura que siempre
existe solucibén xp e Yy de la ecuacibn ax + by = ¢. La solucién general
es

Xo+tt*h, Yo-1t va, cont recorriendo 7

S5i se buscan soluciones no negativas, hay que elegir ¢ de manera tal
de satisfacer

"X g < Mo
b a

Una condicién suficiente para la existencia de un ¢ entero en dicho in-
tervalo es que el mismo tenga longitud por lo menos 1, o sea

ﬂ_ (-ﬂ) = ﬂ+.ﬂ2 1
a b a
es decir
QX + byo ]
a b

0, equivalentemente, 2 * b < ¢.

Por lo tanto, se ha probado que la ecuacién ax + by = ¢ tiene solu-
ciones no negativas para todo ¢ = o * b. Nota. La cota a * b puede
mejorarse, En el libro Problems and Theorems in Analysis de G.
Pélya y G. Szegd, Springer, pdg. 5 (1976), se demuestra que si
¢ >a s+ b - a - b existen soluciones no negativas a la ecuacibén
ax + by = ¢. Ese valor: a +b - 2 - b+ 1 es 6ptimo. También se
calcula 2llf el nimero de soluciones no negativas.



12, 6, Ejerciclos

1. Hallar todas las soluciones de las ecuaciones lineales de con-
gruencias siguientes:

i) 330 X =42 (273). v) 8X= 0 (13).
i1) 35 X = 14 (182). vi) 10X= 2 (22).
iii) 18 X= 0 (15). vii) 180 X = -18 X (30).

iv) 7X= 1(11).

2. Resolver las siguientes ecuaciones de congruencias:

i) 26x =1 (17). iv) 1bx =31 (1217).
ii) 29x =1 (13). v) Tx= 2 (221).
iii) 19x =1 (140). vi) 15x = 28 (1009).

3. Resolver las siguientes ecuaciones lineales de congruencia:

iy 2X= 1(7). iv) 3970 X =560 (2755).
i) 6 X= 3 (21). v) 18 X = 30 (42).
iii) 111 X = 25 (321). vi) 9 X= 21 (30).

4. En un cine cobran la entrada: $ 180 a adultos y $ 75 a menores
de edad. En un cierto dia se recaudaron $ 9000 y asistieron m&s
adultos que menores. jCudles fueron los ndmeros posibles de asis-
tentes?

5. Dos productos A4 y B cuestan, respectivamente, $ 71 v $ 83 el
kilo., ;Qué cantidades enteras de ambos pueden comprarse con
$ 1670°

6. Hallar todas las soluciones enteras positivas de la ecuacibn
diofantina 6000 = 39 » X + 54 + ¥,

(Solucibén, Utilizando el A. D. se tiene la relacién 3=7 + 39 + (-5) « 54,
O sea 6000 = 14000 « 39 + (-10000) » 54, ILa solucibén general resulta

39
30 * 54,

54
de la ecuacién 6000 = (14000 - % .T) * 39 4+ (-10000 + &
A

Las soluciones positivas resultan de las desigualdades:

10000 14000

769,23.. = 13 shks T 777,7..., osea 770 s ks 777

Las soluciones son pues
X = 14000 - %+« 18, y = -10000 + % » 13

con %k =1770,771,...,777).
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13

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES DE CONGRUENCIAS

Sea el sistema

X =ay (m), X=ag(mg)

Se trata de hallar un entero que satisfaga ambas ecuaciones. Por
ejemplo, analicemos el sistema

X=E3B)yx=11(6)
las soluciones de la primera ecuacién son:

3, 8, 13, 18, 23, ...
v de la segunda son:

1, 7, 13, 19, 26, ...

se ve entonces que 13 es solucién comdn, luego solucibén del sistema.
Nétese que si existe soluci6én comin, entonces

X ar+hem

x ag+h s mg
de manera que

Gy -0 = Nemp-kem
y ast (m, ma)lay - aa
Reciprocamente, si (m, mg)\a,l - @3, la ecuacién

ho»mg=ay - az(m)
admite solucién h (segiin el resultado del capftulo anterior) o sea
hmg - (a3 - a2) = tm
Ay -Qg = Remp-t e m

donde
X = attvm = 2z +thm

es solucién del sistema.

Se ha demostrado una parte de la siguiente proposicibn.
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13,1, Proposicibn, El sistema de congruencias X = e, (m), ¥ =
=0, (my) admite solucibn si, y sélo si, a; - 05 es miltiplo de (m, mg).
En este caso hay una Gnica solucién en el intervalo 0 = x < {m, mal.

Si (m, mg) = 1, el sistema admite siempre solucién.

Demostracién, Veamos la cuestidén relativa a unicidad. Sean X e ¥
con 0 < x<y<[m, ml, soluciones del sistema. Entonces

W

X=y(m)y X =y (mg)

Por lo tanto, ¥ - X es divisible por m y por ma, © sea por [m, Mal,
pero ello es imposible dado que 0 s ¥ - x < [m, m], salvosix =1y, en
cuyo caso nada queda por probar.

13,2. Ejemplo. Resoclvamos el sisterna: 3x =4 (125), 5x =3 (8).
Previamente, se convierte en un sistema equivalente al despejar la x.
Dado que 3 » 42 =126 =1 (125)y 5 ¢« 5 =25 =1 (8), resulta el sistema

X =4+ 42 =43 (125), x= 15 =7 (8)

Por lo tanto

43 + 125 ¢+ &,

®
1

X = 7+8+«%

de donde

-36

125 « kK + (-t} = 8
0 sea

-36

125 = %5 (8) o también 4 = 5 + k (8),
donde % = 4 es solucién. Por lo tanto
X = 43 + 125 » 4 =543
satisface
x = 43 (125)
X = T+ (-7)+43 + 125 = 4 =
= 7+36+ 125+ 4 =718).

Por lo tanto, 543 es la dnica solucibén del sistema en el intervalo
{0, 10007].

13.3., Teorema Chino del Resto, Se demostrard un resultado im-
portante, a saber, el Teorema Chino del Resto: Un sistema lineal de
congruencias



X =a, (m)
x = az (mg)
Yoo
X = ap (my)

tal que
(mp m‘) = 1 si 'L?é,j

(o sea los médulos son dos a dos coprimos) admite solucién dnica en
el intervalo

k
{(t|1<ts T ml
i=1

Demostracién, Sea paracada 1:1,...,%

X
0 my
=1 srs
ty = ———— = M. ..mi ..M (omitir el factor my).

my

Es claro que (ty, mi) = 1 para todo 1. Por lo tanto, existen x;, 1 < x; <
<my tales que t; ¢ Xx; = 1 (my). El ndmero entero

101

T = A%t + ... kot
es evidentemente solucibn del sistema de congruencias.
Sean 0 < ¢, € £t5 <l m; soluciones del sistema. Entonces, dado que
ta-t1=0(m) VL = 1,..., k=mlts -
se tiene que
mmlts - ¢

lo cual, dado que 0 =<t - ¢, <lmy, sbélo es posible si %, = %5 conlo
cual queda demostrado el teorema.

13,4, Ejemplo. Una banda de trece piratas obtuvo un cierto nd-
mero de monedas de oro, que trataron de distribuir entre sf equitati-
vamente, pero les sobraban 8 monedas. Imprevistamente dos de ellos
murieron. Al volver a intentar el reparto, sobraban ahora 3 monedas.
Posteriormente, tres de ellos se ahogaron y al intentar distribuir las
monedas quedaban cinco., Se trata de saber cudntas monedas habia en
juego.

Solucidn, Sea n el nGmero de monedas. Entonces se tiene el sis-
tema

n=8(13)
n=3(11)
n=5 (8)



O sea

n= 13+«xk+8
n=11+«h+3
n= 8+«t+5
y asf
13 ¢« x4+ 8=3(11), o sea 13 » K=61(11)
13» 5+8=5(8), oseal3 s K=5(8).

las soluciones de 13 = X =6 (11) son
3, 14, 25, 36,... .

Las soluciones de 13 ¢« £ =5 (8) son
1, 9, 17, 25, 33,... .

Se sigue que 25 es una solucién comn. Por lo tanto es n =25+ 13 +

+ 8 =333,
102 Se tiene, en efecto
333 = 8 (13)
333 =3 (11)
333 =5 (8)

habian, pues, 333 monedas.

Resolvamos este ejemplo utilizando el método de demostracién del
Teorema Chino del Resto. Se tiene

i

ta 88, t, = 104, t, = 143

Resolviendo las congruencias

88 X

W

1(13), o también 10 X = 1 (13)
104 X =1 (11), o también 5X=1(11)
143 X =1 (8), o también 7 X =1 (8)

oseaxy =4, X3=9, x; =7. Por lo tanto

£ = 8+ 4+ 88+3 49 104+5+7s 143 = 10629 =333 (1144).

Por lo tanto 333 es la Gnica solucién principal.



13, %, Ejercicios

1. i) Hallar el menor a > 1, ¢ €V tal que

n

a=1(4), a=1(5), a=1(7).
ii) ¢Qué enteros poseen restos 1, 2 y 3 al ser divididos,
respectivamente, por 3, 4 y 57

iii) Resolver el sistema de congruencias
2X=1(5), 3X=9(6), 4X=1(7), 5X=9(11).

iv) Hallar un enterc que tenga restos 3, 11 y 15 al ser dividi-
do, respectivamente, por 10, 13 y 17,

2, Probar que sia, b, ¢, m€2Z, la ecuaciénax + by + ¢z = mad-
mite goluciones enteras si, y sélo si, (a, b, c)lm. Supébngase (a, b, c)|
|m. Probar que existen enteros t y tales que (a, b)t +cz=m Pro-
bar, luego, que la ecuacién ax + by = (a, b)t admite solucién. De esta
manera se resuelve la ecuacién dada. Resolver la ecuacién48x+28y +
+ 16z = 72,

3. Hallar 4 enteros consecutivos divisibles por 5, 7, 9y 11, res-
pectivamente.

4. La produccifén diaria de huevos en una granja es inferior a 75.
Cierto dfa el recolector informa que la cantidad de huevos recogida es
tal que contando de a 3 le sobran 2, contando de a 5 sobran 4 y contan-
do de a 7 sobran 5. El capataz, que estudia aritmética a escondidas,
le dice que eso es imposible. ;Quién tiene razén?

5. Probar que para todo n > 1 existen n enteros consecutivos
divisibles por cuadrados > 1. (Sugerencia. Sean p;,...,Dp, primos
positivos distintos dos a dos. Sea el sistermna de congruencias @ =
=0(p), a=-1(pd), ¢ =-2(p5),...)
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14

SISTEMA DE RESTOS, FUNCION DE EULER,
TEOREMA DE FERMAT

Seam > 1,

14,1, Definicién, Se denominari sistema completo de restos mo-
dulom a toda sucesibn X3, ..., Xyde nimeros enteros tales que todo en-
tero es congruente médulo 7 a uno, y s6lo a uno, de los x;. Ejemplo

i) 0, 1,..., (m - 1), médulo m,

ii) 0, 1, 2, 3, 4

1, 2, 3, 4, 5
10, 11, -12, -13, 144
son sistemas completos de restos médulo 5.

14,2, Definicién, Se denominari sistema reducido de restos mo-
dulo m a toda sucesibn Vi, ..., Y de enteros tales que todo entero co-
primo con M es congruente médulo M a uno, y sélo a uno, de los ¥,.
Ejemplo

1, 2, 3, 4
6, 7, 8, 9
1, 7, 18, 29
son sistemas reducidos de restos médulo 5.

Dado m, la totalidad de restos %, 1 s ks m, coprimos conm, forma
un sistema reducido de restos médulo m. Cualquier otro sistema tiene
el mismo nimero de elementos. Este ndmero se denotard por ¢(m) y
da lugar a la conocida funcién de Euler ¢. Por ejemplo:

(1) =1, ¢(2) =1, ¢(3)=2, 8(4) =2, ¢(5)= 4, ¢(6)=2, ¢(7)=6.

14,3, Proposicién, Sea (a,m)= 1. Entonces, si m1,..., "n es un

sistema completo de restos médulo 7, asf lo es 2 * 7y, ..., Q ¢ Ty,
Anilogamente, si 7y,..., T¢(n) es un sistema reducido de restos médu-
lom, asTloesa * 7my,..., a " To(m)-

Demostracién, o * 7'y y & ¢ "y dan el mismo resto enla divisién por
m si, y s6lo si, & * ry = a ¢+ ry(m). Puesto que (2,m)= 1, esta congruen-
cia equivale a 7"{ = ry(m), lo que permite demostrar ambas afirmacio-
nes.
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14,4, Proposicibén., Sea (2,7)= 1. Para todo 7
r,rtae, r+2ae,,,.,, r+m-1)3a

es un sistema completo de restos médulom. Como ejercicio demos-
trar esta proposicibn.

14,5, Teorema, Sean (¢,m)= 1, Entonces, ¢(@ * m)= ¢(a) * ¢(m),

Demostracién, Considérese el conjunto de nmeros ¥ = {g + a + 7|
|O <r<a, 0sg<m}. M posee ¢ * m elementos. Ademds, cada uno de
ellos es menor que & * M, por lo tanto

M = {jlosj<aem}

Vamos a determinar el subconjunto de # de elementos coprimos con a*
+ m. Puesto que (a,m)= 1, es sabido que (¢, a * m) = 1 si, y s6lo si,
(¢,a)= (¢t,m)= 1. Por lo tanto, puede analizarse por separado la co-
primalidad respecto de & y de . N6tese que si 7" es un resto médulo a
coprimo con @, entonces los nimeros

r, otr, 2atr,..., m-1)yca+r
son todos coprimos con Q.

Sea "y, ..., T'g(a) una sucesibén reducida de restos médulo ¢, La su-

cesién
Ty, r1+a‘9 T'1+2CL,_,,, r1+(m‘ l)a

contiene ¢{m) restos coprimos con 7, segln se infiere de la proposicién
anterior, Si se hace variar7?7; por losvalores 7, s, ..., T'¢(a), resul-
tard un total de ¢(a) * ¢(m) nmeros ag + ", coprimos conay con/, o
sea con @ * M, Pero comohay ¢(G * m)de talesntimerosagd * 7, se con-
cluye que ¢(a * M) = ¢(a) * $(m). Con lo cual queda demostrado el teo-
rema,

n_£4. 6. Proposicién, Sean p primo positivoy 7 € ¥. Entonces ¢(®") =
=p  *@- 1.

Demostracién. Los nfimeros positivos menores que p° y divisibles
por P son los que satisfacenp = k +p =p” donde # recorre elintervalo
1<k <p ™. O sea hayp™ enteros ¢ con 1<t <p" divisibles por p.
Siendo P primo, los restantes nfimeros serdn coprimos conP y con D,
O sea ¢p(P*)=p" - " =p"" +(p - 1.

14,7. Proposicibn, Seanpi,..., Ds los divisores primos de 7. Se
tiene

- 1 1
= o (1 =« —) ... -]
@(m) me pl) (1 Ps)

Demostracién, Se deja como ejercicio (utilizar el T. F. A. y la pro-
piedad anterior). A manera de ejemplo, sim= 60 =22+ 3 + 5, ge tie-

ne 8(60)= ¢(2°) * 6(3) * B(5)= 2+ 2+ 4= 16 y también P(60)= 60 * 5 *



= 16. Los nGmeros positivos menoresde 60 y coprimos con 60

son: 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53y 59, Es
interesante notar que el ntimero 30 es el mayor nGmero con la propie-
dad de que los nfimeros enteros > 1 y menores y coprimos con 30 son
todos primos, a saber: 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.

w
[C 1

14,8, El Pequefio Teorema de Fermat., Pierre de Fermat (1601-
1665), considerado el padre de la teorfa de ndmeros, nacié cerca de
Toulouse y pasé toda su vida en el sur de Francia, lejos de los centros
europeos importantes. Fermat fue el primer matemaético en aceptar el
desafifo en teorfa de nGmeros que presentaba la Aritmética de Diofanto
de Alejandria (325-409), obra editada por primera vez en Europa, en
1621, por Claudio Bachet (1587-1638) en su texto original griego y en
una traduccién al latin.

Muchos de los resultados de su labor Fermat los comunicaba epis-
tolarmente a sus amigos o losvolcaba en notas personales o los escri-
bia en las méirgenes de su copia del libro de Bachet. Su hijo Samuel
publicé, después de la muerte de Fermat, una segunda edicidén de la
Aritmética y agregd las notas marginales {Toulouse, 1670). De estas
notas marginales, la mds famosa se refiere a una proposicién de
Diofante relativa a la descomposicién de un cuadrado entero en su-
ma de dos cuadrados. Por ejemplo, 16 = 4® = (—1—?;)2 + (l—g)s. Este pro-
blema estd relacionado con la resolubilidad en nimeros naturales x, Jy
y & de la ecuacién P +y?=2° Por ejemplo: 3°+4°= 53, 5% + 12° = 13°,
8%+ 15°= 17°, .

La solucibén completa de este problemaaparece ya en los Elementos
de Euclides. Es suficiente referirse a ternas X, ¥ v £ de nGmeros na-
turales coprimos, es decir sin factores primos comunes, La solucibn
general de x3+y‘= z2 est X =7 - nz, Yy = amn, z=m + nz, donde my n
son nGmeros naturales arbitrarios, pero coprimos y de distinta pari-
dad. Fermat escribié en el margen: '""en contraste, es imposible des-
componer un cubo en suma de dos cubos, una cuarta potencia en suma
de dos cuartas potencias y, en general, si n> 2 una potencia n-sima en
suma de dos potencias n-simas, De esto he descubierto una demostra-
cifén maravillosa ('"demonstrationem mirabilem sane detexi''). Elmar-
gen es demasiado estrecho para contenerla' (véase el capitulo 1). En
otras palabras Fermat afirma la imposibilidad de resolver en nimeros
enteros la ecuacién (jdiofantinal!) ¥ + ® = 2, si n es mayor que 2. Na-
die, hasta el presente, ha dado una demostracién de esta afirmacién,
ni tampoco se ha encontrado un > 2 para el cual esta ecuacibn puede
ser resuelta. La afirmacién de Fermat se denomina el Ultimo Teo-
rema de Fermat' o ""la Conjetura de Fermat'" o el Gran Teorema de
Fermat''. Se sabe por métodos computacionales que la conjetura de
Fermat es verdadera para todos los 7 menores que 125. 000,

Una de las ocupaciones favoritas de Fermatparece haber sido la de
desafiar en la resolucién de problemas a otros matemdticos, especial-
mente a los ingleses, y, muy en particular, a John Wallis. Les propo-
nfa problemas, como, por ejemplo: Hallar un cubo tal que la suma de
sus givisores positivos seaun cuadrado. Por ejemplo 7°+ (1 +7 +7°)=
= 207,
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En una carta del 18 de octubre de 1640, Fermat comunic al mate-
mitico Bernard Frénicle de Bessy (1605-1675) el siguiente teore-
ma: sip es un primo y a es cualquier entero coprimo con P, entonces
P divide a a® *. 1. Fermatno dio ninguna demostracién y fue el gran
matemd4tico suizo Leonhard Euler (1707-1783) quien, en 1736, publicé
la primer demostracién y obtuvo afios més tarde, en 1760, una impor-
tante generalizacifn.

El resultado enunciado por Fermat constituye el famoso '""Pequefio
Teorema de Fermat (P, T, F.)", resultado importante y fundamental
en muchos aspectos de la teorfa de nimeros.

Pequefio Teorema de Fermat: Sea P un nmero primo positivo y
sea g un entero. Entonces

(P. T. F.): (a,p) = 1 = gP~'= 1 (méd. p)

10

Por ejemplo: 2° = 1(méd.5), 3 = I (méd.11), 2% = 1 (mébd.17)

Una formulacibn equivalente a la anterior es la siguiente: Sea P pri-
mo positivo, g entero. Entonces

(P. T. F.): a®=a (méd. p)

En efecto, sip divide a @, el enunciado precedente se reduce a 0= 0
(méd. p).

iy

Si pA’o, puede cancelarseuna: @®*~1= 1 (méd. p). Por ejemplo, 2"
= 2 (m6d.5), 4° = 4 (m6d.7).

La siguiente es una demostracibén conceptual del Teorema de Fermat
debida a Euler, que aparece en Disquisitiones Arithmeticae No. 49.

Sea ¢ un entero coprimo con p, o seap/ra. Formemos los p - 1 nG-
meros
a, 2a, 3a,..., @ -1+a (1]

Se afirma que los restos de la divisién de esosnmeros por P son exac-
tamente
l) 2) L ] .p - ]-

salvo una permutacién (0 sea son los mismos restos, pero no respec-
tivamente), Es decir [ 1] constituye un sistema completo de restos mé-
dule p. Por ejemplo, sip =5y o= 8 se tienen los nGmeros 8, 16, 24,
32 y los restos en la divisién por 5 son, respectivamente, 3, 1, 4, 2,
Para probar la afirmacibén anterior, nétese que el resto 0 no puede apa-
recer en la sucesi6n [ 1] dado que sip |1/ * g, 151 <£p . 1, entonces p{
|t op|a, pero ninguna de las dos cosas puede ocurrir. Ademds, dos
elementos distintos de [ 1] producen restos distintos. En efecto, si iG
vy Ja producen el mismo resto, con 1<% < J<p - 1, entonces (J - &) *
* g es divisible por p y, por idéntico razonamiento al precedente, se
llega a que J - © debe ser 0 o0 sea J = 1.

Es claro ahora que



a*22+*3... 0-1a

1l

1«2«3...@-1) (m6d. p)

es decir

@’ te 10203, @-1)=1+2+3.,.(p-1) (méd. p)
ypor ser 1* 2+ 3 ,,, (P - 1)coprimo con P, se puede cancelar en am-
bos miembros de la congruencia para obtener el P. T. F.: o°~* =1
(méd. o).

Es interesante notar que la recIprocadel Teorema de Fermat no es
cierta, O sea, dado 7 natural, con la propiedad de que para todo ente-
ro ¢ se verifica que ¢" = g (m6d.”) no se sigue que 7 sea primo. En
efecto, Carmichael descubrib, en 1909, el menor entero no primo con
esa propiedad, a saber n=561= 3+ 11+ 17. En efecto, dado a ente-
ro, habrd que probar que a™' - o es divisible por 3, por 1lly por 17.
Por aritmética elemental se seguiré que a®®' - g esdivisible por el pro-
ducto 3 * 11+ 17 =561, Debemos, pues, analizar por separado esos
casos, Obsérvese que siempre es posible restringirse a los ¢ copri-
rnloe;scion 3, 11y 17, dado que si, por ejemplo, 3|a, entonces obviamente
3la - a.

Por Fermat se sabe que

581 _

%= 1 (m6d.3), o sea @0 = 1 (m6d.3), es decir ¢ =2 (mb6d.3);

561

al® = 1 (méd.11), o sea 0°°° = 1 (méd.11), es decir @ @ (méd.11);

a® =1 (méd.17), o sea a®e0

i
"

1 (méd.17), es decir ¢°®* = a (mé6d.17);

por lo tanto, se ha probado nuestraafirmacién. NGmeros como 561 se
denominan seudoprimos o nimeros de Carmichael. Otro ejemplo es
1729=17 * 13 * 19. No se sabe si hay infinitos seudoprimos. Es posi-
ble probar que un tal nlmero es necesariamente producto de primos
distintos.

El Teorema de Fermat proporciona un criterio bastante efectivo
para analizar la no primalidad de un entero positivo 7. Es claro que si
hay valores 0 <a < n tales que a*? }4— 1 (mé6d. n), entonces 7 no es pri-
mo. Precisamente este criterio sirve para probar la no primalidad

&
del nGmero de Fermat 2° + 1. En una carta que escribié en 1640 al
monje francés Marin Mersenne, Fermat conjeturaba la primalidad de

nfmeros de la forma 2° + 1, pero decfa que en el caso de = 5 no po-
dfa probarlo. jFue en ese mismoafio que Fermat enuncié su teorema!
El nfimero 2% + 1 tiene diez cifras decimales, es, en efecto, 2¥ + 1=
= 4294967297,
22 2 2.2
Podemos calcular 3 elevando 32 veces al cuadrado: 37, (37),
((3*)°, ... para obtener, médulo 2° + 1, el valor 3029026160, lo cual
indica que 2% + 1 no es primo. Fue Euler quien probé lano primalidad
de 2%% + 1 al descubrir que 641 era divisor de este nGmero. Se deja a
cargo del lector llevar a cabo esta verificacifn a partir de la siguiente
expresibn: 641=5¢ 2"+ 1= 5% + 2%,
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Veamos ahora algunos ejemplos de aplicacion del P, T, T,
14,9, Ejemplos.

1. Hallar el resto de la divisién de 47"°® por 17. Segfin el P, T. F.
se tiene que, si 17/‘ra, a¥ = 1(méd. 17). Por lo tanto, se divide 7385 por
16 y resulta 7385 = 461 * 16 + 9. En consecuencia

477385 = 137385 = 139 = (_4)9 = _4°

Puesto que 4% = .1 (m6d.17), se sigue que 4°=4% ¢ 4= 1+ 4 =4 (mbd.
17). En definitiva

477%% = _4 = 13 (méd.17)

v el resto buscado es 13,

2. Hallar el resto de la divisién de 3°% por 61. En forma andloga

al ejemplo 1, se efectfa la divisién 1037 = 16 * 60 + 17 y se tiene
3137 = 3 (méd.61)

Se tiene, ademds, que 3* =20 (méd.61), por lo tanto 3 =60=-1 (mbd.
61), o sea 3® = _1 (m6d.61), 3 = 3% = 52, El resto buscado es 52.

1087

3, Hallar el resto de la divisién de 3 por 17. Se deja a cargo

del lector verificar que el resto es 12.

4. Hallar el resto de la divisién de 3°%7 por 1037=61° 17, Es-
ta situacibén se resuelve a partir de los ejemplos 2 y 3. Se trata de ha-
llar el resto de 3'°®7 en 1a divisi6n por 1037 conociendo los restos en la
divisién por 61y 17. Entérminos de congruencia, el problema se plan-
tea por el sistema de ecuaciones

(X =
L
Escribamos, utilizando el algoritmo de divisién, 1= 18 ¢ 17 - 5 * 61,

Se verifica que 1= 18 * 17 (méd 61)y 1=-5* 61 = 12+ 61 (méd 17 )
por lo tanto, si escribimos

12 (méd.17)

[l

52 (méd.61)

X = 52+ 18 17+ 12+ 12+ 61

se ve inmediatamente que X satisface las dos ecuaciones precedentes.
Debemos hacer una reduccién médulo 1037, Se tiene

X = 15912 + 8784 = 357 + 488 = 845

vy éste es el resultado buscado. Nb6tese que el nGmero 31%¥ tiene 495
eifras decimales, lo cual hace imposible cualquier tipo de manipuleo
directo de este nimero.



Resolver la ecuacién 8%%° + X® + 3x°= ¢ (méd. 13). Es claro que
£ =0 (méd. 13) es solucién. Busquemos soluciones no divisibles por
13, Dado que entonces X~ = 1 (méd. 13), la ecuacién anterior se redu-
ce a X® + 23X 4+ 8 =0 (méd. 13). Se trata, pues, de una ecuacién de se-

gundo grado.

Su discriminante es 3°-4 * 8=9 -32=9 - 6= 3 (m6d., 13). Co-
mo 4% = 3 (m6d. 13) resulta 3°- 4 * 8 = 4° (m6d. 13) y las soluciones
de la ecuacibn dada son, médulo 13,

= 2SS = 7. (-3%4) = 7,3

6, El nGmero de Mersenne 2" _ 1noes primo. En efecto, se si-
gue del teorema de Fermat que ® = (23), por lo tanto

P -2+ 1) = 0(23)

y entonces
2-1=06 27 +t1 = 0(23)

Verifiquemos que 2t _1=0 (23), lo cual probaré que 2™ _ 1 es divisi-
ble por 23 y, por lo tanto, no puede ser primo. Se tiene

22 = 24 2°¢ 25 = 2+.9.9 = 2+ 12 = 1(23)
Mediante un razonamiento anflogo se prueba que elnGmero de Mersenne

2. lno es primo. Los detalles de la demostracién se dejan a cargo
del lector,

: - 29
Obsérvese que el razonamiento no se aplica al nfimero 2° - 1, que
no es primo.

14,10, Teorema de Euler-Fermat, La generalizacién del P.T.F.
hecha por Euler se hace paratodo 7 € ¥ mediante la llamada funcidn de
Euler ¢(n)

®(n) = nGmero de enteros # tales que 1sAsn y (n,A) = 1
Por ejemplo
p(1)=1 ¢2)=1 ¢(3)=2 ¢(4)=2 #(5) =4 $(6) =2
p(7)=6 4(8)=4¢ #(9)=6 @(10)=4 @(11)=10 @(12)=4
Adviértase que sip es primo positivo, entonces ¢(P)=p - L
El Teorema de Euler (también llamado de Euler-Fermat) establece

que si 7 es natural, entonces para todo entero @, coprimo con 7, se
verifica

o) = 1 (méd.n)
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Si, en particular, =D es primo, se tiene ¢P() =P - 1y se obtiene el
teorema de Fermat. La demostracién de este resultado es enteramen-
te aniloga a la del teorema de Fermat, Si(@,n) =1y

Ty oves Toptn)
es la totalidad de restos positivos médulo 1, coprimos con T, entonces
a*r,..., @ T(n)
producen exactamente los mismos restos, Por lo tanto
M7y = Nia s ry (méd.n)
m,r, = a®im) . Myry (méd.n)
y cancelando [Iyry resulta a¢(n) = 1 (méd.n).

A manera de ejemplo de aplicacibén del Teorema de Euler se calcu-
larén las tres Gltimas cifras del desarrollo decimal del nGmero 7°°°,
que tiene 8451 cifras. S5i se escribe

%9 = gyt 105+ ... tagt 10+ g ¢ 10 +0q,

7
0<a,<10

se trata de calcular los tres dfgitos ¢, %1 v o, 0 sea el nGmero G2a1 0.
Es claro que 220120 no es otra cosa que el entero @ que satisface

7% = o (méd.1000)
{o < @ < 1000
Calculemos ¢(1000), Se tiene

$(1000) = ¢(5°+ 8) = ¢(5°)* ¢(8) = 25+ 4+ 4= 400

Se sigue del Teorema de Euler que 7*%° = 1 (méd. 1000), Por lo tanto,
dado que 9999 = 400 * 24 + 399, se tiene

79999 = (7400)24 ¢ 7% = 7%° (m6d.1000)

Como 7*°° = 1 (m6d.1000), se sigue que 1 = 7%° + 7 (méd. 1000), y se
debe resolver la ecuacién 7 * £ = 1 (méd. 1000} o equivalentemente la
ecuacién 7 * £ = 1001 (m6d.1000). Pero 1001 es divisible por 7: 1001 =
=7 * 143, Por lo tanto, £ = 143, Se concluye que

7%%° = 7%° = 143 (mé6d.1000)

0999

El desarrollo decimal de 7 termina en 143.

14. 11, Ejercicios

1. Obtener los restos de la divisién de 2, 3%, 7'%, 99% por 47,

17, 123 y 13, respectivamente.



2. Hallar todos los ntmeros que satisfacen, en cada caso:

i) ¥ =1 (4). iv) ¥**= 0 (12).
i) ¥ =x (12). v) X = 1 (16).
iii) ¥* =2 (3). vi) ¥*=_1 (13).

3. Resolver las siguientes ecuaciones de congruencias:

i) 3x =1 (5). iv) Bx= 6 (7).
ii) 2x =3 (6). v) 3x= 2 (2),
iii) 2x =5 (6). vi) 7x= -1 (8).

4, Probar que ningfin entero de la forma a =4+ 14+ 1, h=1es
primo (Sugerencia. % impar = 3|a, % par = 5|a).

5. Hallar los @ € Z paralos que la ecuacibén ax = 11%° (13) tiene por
solucién principal a 8.

6. Seap primo > 0. Probar que a = b(p) = a® = b® (p?),

7. Seanp y ¢ primos distintos positivos, Probar que p*~ '+ g™t =

=1(@-*q)

8. Sean a y b enteros positivos coprimos. Probar que mediante
recipientes de ¢ litros y b litros es posible medir cualquier cantidad
entera de litros.

9. Seap, primo > 0 impar. Probar:

1 p=-1
i) Zi*=0 (p), i) Tixt=o1 ).
i=1 =1

10. Hallar en su desarrollo decimal:
i) la cifra de las unidades de 7%°.

ii) las dos dltimas cifras de 177,

iii) las dos Gltimas cifras de 3*%°,
11, Probar que si (@, 1001) = 1, entonces 1001|a” - 1,

1
12, Sea n impar. Probar quen|2"' - 1

13. Sabiendo que 641 =5+ 27 + 1 = 5% + 2%, deducir que el nGmero
de Fermat 2+ 1no es primo.

14, Seap € N, p 22, Probar que P es primo si, y s6losi, (P - 1)!
-1(p) (Teorema de Wilson). (Sugerencia. (). Por Fermat, x° - x
X(x - 1)(x -~ 2)... (¥ - (£ - 1)) en el anillo de polinomios Zplx].)

;I ||
o
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15. Sea p primo > 0, impar.
i) Sea 1=k <p., Probar que #°= 1si, y s6losi, #= 16 -1(p).

i1) Sean A,%, 1sk,t <p., Probar que si ## 16 -1 (p), entonces 4
* ¢t = 1implica A # ¢,

iii) Probar mediante i) e ii) el Teorema de Wilson: (P - 1)I=-1(D),
16. Hallar el resto de la divisi6én de 2 * (26!) por 29.
17. Yeti. Probar que 28! + 233 es divisible por 899.

18, Sea p un primo > 0 de la forma 4m + 1. Probar, mediante el
Teorema de Wilson, que la ecuacibén F=1 (P) es resoluble en Z. Se
dice entonces que -1 es residuo cuadrdtico médulo P. Resolverla ecua-
cién en el caso de p = 13, 17, 29 y 37.

19. Probar que la ecuacién F=-1 (11) no admite solucién en Z.
20. Probar que 11|¢° + 50 e 1l|ay 11|,

21, Mostrar un sistema reducido de restos médulo 7 formado por
potencias de 3, (Se dice entonces que 3 es una rafz primitiva médulo
7.) ¢Es 3 ralz primitiva médulo 177

114
22. Sea P primo impar. Probar que los enteros -L-;—l paees =2,

-1, 1, 2,..., P -1 o5 un sistema reducido de restos médulo p.
2

23. Probar que 2, 22, 23, Cees 2'® forman un sistema reducido de
restos médulo 27.

24. Probar que para ningtn a €V es ¢, 22, a® a* un sistema redu-
que p g ’ »

cido de restos médulo 8.
25. Sean €N, n> 2, Probar que ¢(n) es par.
26, Probar que sin €N, n= 2, la suma de los restos k, 1sh<n,

coprimos con 7, es % . N, ¢(n). (Sugerencia., 1= (%, n)e (n-kn)=
= 1.)

27. Sea n€V. Probar las afirmaciones:

i} nimpar = ¢{2n) = ¢(n)

ii) npar = #(2n) = 2¢(n).
iii) 3|n = ¢(3n) = 3¢(n).
iv) 3/n = ¢(3n) = 2¢(n).
v) o(n) = 2 i, y solosi, n = 25 k=1,



28. Sean n,M en V. Probar

i) nlm= ¢(n)|em).

i) (mm) e+ o(n) *om)= ¢(n * m) * ¢((n,m)).
iii) ¢(n) * ¢(m)= g((n,m)) * ¢(Ln,m]),

29. i) Hallar todas las soluciones de ¢(n) =8, ¢(n)= 6, ¢(n)= 10,
p(n)= 16, ¢(n) = 17.

ii) Probar que para todo # existen a lo sumo un nGmero finito de
soluciones de la ecuacibn ¢(n) =%,

iii) Conjetura de Carmichael. Para todo %, ¢(n)= % tiene por lo
menos dos soluciones o ninguna solucién.

30, Sean p primo impar y ¢ € ¥ con (o,p} = 1. Probar que la
. 2L
ecuacién x* = ¢ (p) tiene solucién sia@ ® =1 (p) y no tiene solucibn si
' p=i
a = -1 (p). (Sugerencia, Nétese que x?® = 1 (p) admite por so-

luciones no congruentes entre si a: 12, Za, S (p ;_ l)2. Estas son to-
Bzl

das las soluciones de x -1 =0 (p) razonando en el anillo de polino-

mios Z,[x], con Z; el cuerpo de restos médulo p). Deducir que sip

es primo impar, entonces -1 es residuo cuadrético si, y sblo si, p es

de la forma 4k + 1.

31. Sea p un primo positivo de la forma 47 + 1, Probar quep es
suma de dos cuadrados. (Sugerencia. La hip6tesis implica que -1 es
residuo cuadritico médulo P o sea p !_xz + ya. Por un resultado ante-

rior, p es suma de dos cuadrados, ) Probar que un primo p > 0 impar
es suma de dos cuadrados si, y s6lo si, P es de la forma 47 + 1,

32, Sea p un primo de la forma 47 + 3. Probar quel? |x2 + y2 =
=plxyp|y.

14,2, Aplicacibén del Teorema de Fermat, Z’f es un grupo ciclico,
Sean P primo y Z, el anillo de restos médulo p. Por ser p primo, Z;es
un cuerpo. Dendétese por .Z’,k la totalidad de elementos de Z; distintos de
cero. Es claro que Z;kes un grupo de orden P - 1. Se probard en esta
seccibn la existencia de elementos o € Zf con la propiedad de generar
todo Zf, o sea, todo elemento es una potencia de a. Por ejemplo, si
p=5, a=2en Z¥ tiene esa propiedad: =2, 2=4, 2°=3, 2*=1.
Podemos, sin pérdida de generalidad, restringirnosal caso p # 2. Re-
cordaremos algunos conceptos bdsicos de la teorfa de grupos. Sea ¢
un grupo y @ € ¢, Si a*= 1 (1denota el elemento neutro de @), ¢t €V, se
dice que ¢ tiene orden finito. El mfnimo ? se denota por 0(a)y se de-
nomina el orden de a. Las propiedades de 0(a) son las siguientes:
a®® =1, a"# 1si 1S 7 <o(a). Se deja como ejercicio la demostracién
de las siguientes dos propiedades relevantes:
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i) Si o tiene orden finito, entonces a‘= 1, ¢ € ¥ = o(a) divide a ¢,

ii) 8i g, b € G tienen ambos orden finito y ademis a * =1 * a, en-
tonces ¢ * b tiene orden finito o(a * b)= [o(a), o(b)].

Ambas propiedades se siguen de consideraciones puramente arit-

méticas. De acuerdo con el teorema de Fermat, a € Z;k satisface a™ =

= 1, Porlotanto, sesigue dei)que 0(a)|p - 1, cualquieraque sea 0 enZy,

14,12,1, Proposicién. Sea p 2 3, ¢ primo y ¢ €V talque¢*|p- L
Existe entonces en Z;k un elemento de orden g‘.
p—1

Demostracién, La ecuacibn x * = 1 tiene a lo sumo

P

=1 D -1
= < -

z 2 “P-?

soluciones en Z, dado que Z; es un cuerpo (jsobre uncuerpo un polino-

mio de grado N tiene a lo sumo n ralces!).

p—l p—1

— =
Por lo tanto, para algtn ¢ en Z:‘, c? #£1. Seaa=¢% - Es claro

t
a® = 1. Veamos que el orden de @ es exactamente ¢°. Puesto que O(G)|
|¢" segn i)y siendog primo, se concluye que 0(¢)=g" 1<h <%, Si
p—d

t—1 —

h <t, entonces @' =1, esdecire * = 1 es un absurdo y provino de
suponer h < ¢, Es, entonces, 0(a)= g% con lo cual queda demostradala

proposicibén.
14,12, 2, Proposicibn, ZF es ciclico.

Demostracibn., Sip - 1=g¢° para algln primo ¢, la proposicién se
sigue de la precedente. Sip - 1= qll 000 q:r, > 1, se procede induc-

tivamente a partir de la propiedad ii),
Definicién, ILos elementos & € Zf se denominan rafces primitivae
médulo p. En general, cualquier entero ¢talque suresto médulo P sea

una rafz primitiva 'médulo p se denomina rafz primitiva médulo p.

14,13,3, Ejemplo, Rafces primitivas mfnimas de los primos meno-
res que 100,

P ralz D rafz P ralz P ralz D ralz

2 1 13 2 31 3 53 2 73 5
3 2 17 3 37 2 59 2 79 3
5 2 19 2 41 6 61 2 83 2
7 3 23 5 43 3 67 2 89 3
11 2 29 2 47 5 71 7 97 5




14,14, Problema, Obtener el Tecrema de Wilson a partir de la
existencia de ralces primitivas. Sea p primo positivo: el Teorema de
Wilson establece que (¢ - 1)! = -1 (p). Entérminos de la teorfa de gru-
pos significa que el producto de todos los elementos de Z;k es -1 (o sea
pa- 1). Sea @ ralz primitiva médulo p, Los elementos 1, Gl, aa,

—2 . ) L
@% ..., @ son todos distintos en Z;f. Por lo tanto, coinciden, salvo

una permutacién, con 1, 2,..., (P - 1). Se sigue que
- (p—1) (p—2) p—1\p-2
@-!'= 10T a' = a e = \a ®
i=o

Pero siendo @ rafz primitiva

Se concluye que (p - 1)! = - len Z,, osea(p - 1)! = -1(p).

14,15, Sfmbolo de Legendre y Criterio de Euler. Sea p un nt@imero
primo impar y positivo, Para todo ¢ € Z, (2, p)= 1 se define el sfm-
bolo de Legendre

1 sia es residuo cuadritico médulo p

-1 si@ no es residuo cuadrético médulo p

< . . -
es decir, segln tenga o no solucién enZ la ecuacién de congruencia ¥ =

. P j l,£=_1,'_l=,1_2=§=_]__
e () or ejemplo (3) (5) 1 (7) (7)

Sabemos que, seglin el teorema de Fermat, a™t=1 (), si(a,p)=
t& p—-1 1 p-_l
1. Porlotanto, (6% -1)* (@ 2 +1)=0(p), es decir@ ® = 16a2 =
= -1, médulo p. Elcriterio de Euler permite decidir cudlde esos casos
ocurre, (Adviértase que por ser p primo impar, la ocurrencia simul-
t4nea no es posible. )

I
n

1
Criterio de Euler, ¢ ® = (%) o).

Demostracién, Sea ¢ una rafz primitiva médulo p. Entonces @ =
=¢* (p) para algGn entero positivo ¢. Por ser ¢ rafz primitiva, es claro
=
que ¢ 2 = (~1) (P), por lo tanto

-1 Lo 21 1\ I, si? es par
a = = ¢ 2 = c ] =
-1, si ¢ es impar
o sea = 1s8i@d es un cuadrado médulo p v = -1 si no lo es, El criterio

queda demostrado.

Corolario. Sean @, b enteros coprimos con p. Entonces

17
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a: b - ._a. . l

(cardcter multiplicativo del sTmbolo de Legendre).

Mencionemos finalmente la famosa ley de reciprocidad cuadrdtica:

Sean D y ¢ primos positivos impares y distintos. Entonces
=1 qe~1

(LRC): 5y (F) = (-1F T F

o sea, hay una relacibn entre la propiedad de ser ¢ residuo cuadritico
médulo p v la de ser P residuo cuadrédtico m6dulo g,



APENDICE I, PRINCIPIO DE INDUCCION

Sea V:=1{1, 2, 3,...} el conjunto de ndmeros naturales. En este
Apéndice nos limitaremos a ejemplificar una de las propiedades fun-
damentales de los ndmeros naturales, a saber: la validez del principio
de induccibn o recurrencia y sus formulaciones equivalentes. Para
ello se consignardn tres de las formas mds simples del principio y
sus interpretaciones, que facilitan la demostracién general de nume-
rosos resultados matemdticos.

a) Sea N =(1, 2, 3,...) el conjunto de los nGmeros naturales y
P un subconjunto de ¥ (o sea P ©N) tal que:

i) 1 pertenece a P.
ii) Si k pertenece a P, entonces % + 1 pertenece a P.
Entonces, P es el conjunto de los nGmeros naturales. 19
En simbolos:
PclNy i) 1€P
2P = §F
ii) KE€P=k+1€P

donde por =, simbolo de implicacibn, s6lo se quiere expresar que si el
antecedente es verdadero el consecuente también lo es.

b) Sea P un subconjunto de N tal que:
i) 1 pertenece a P,

ii) Si, cualquiera que sea n €V, todos los ndmeros ¥ me-
nores que N pertenecen a P, entonces 7n pertenece a P.

Entonces, P es el conjunto / de los nidmeros naturales.
En simbolos:
Sea PClNy i)1¢€P
P =17
i) Vn(Vk €N, k<n=h €P)>nepP
c) Sean PCN y p €V tales que

i) pepr
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iil) hzpy kK €P=>kKk+1€EP
BEntonces, P contiene todos los nimeros naturales % = p.
2. Utilizacién del Principio de Induccién

a) Sean P(n) una proposici6n predicable sobre ¥, es decir: pa-
ra cada n €%, FP(n) designa una proposicién verdadera o falsa tal que:

i) P(1) es verdadera.

ii) Para todo k¥ €%, si P(k) es verdadera, entonces Pk + 1)
es verdadera.

Entonces, F(n) es verdadera cualquiera que sea n €NV,
b) Sea P(n) tal que:
i) P(1) es verdadera.

ii} Para todo n € ¥, si ¥ < n P(k) es verdadera, entonces
P(n) es verdadera,

Entonces, P(n) es verdadera para todo n € V.
c) Sea P(n) tal que:
i) P(p) es verdadera.

ii} Para todo % 2 p, si P(%) es verdadera, entonces P(k + 1)
es verdadera,

Entonces, P(n) es verdadera cualquiera que sea n z p.
3. Ejemplos

a) Probemos que 64 divide a 7=+ 16n - 1 para todo n €W,
Debemos probar que se cumplen 2. a. i) y 2. a. ii).

i) Sin=1, la afirmacién es verdadera.

ii) Supongamos que la propiedad es cierta para ny, basa-
dos en ello, probemos que es cierta para n+ 1. En efecto,

7MY 4 16(n+ 1) -1 = (722 +16n- 1)+ 72 - 16 « 7%+ n +

+ 7%+ 16+ 16 » 1

(T2 4+ 16n-1)- 16« n= (T°_1) + 64

El primer término es mudltiplo de 64 por la hip6tesis inductiva ii) (pa-
ra n) y resulta

7&a1) o 16(n+ 1) - 1 = mult. 64.



Hemos probado que P(n) es cierta para n+ 1, cuando lo es para n,
por tanto, P(n) resulta cierta para todo n

b) Sea f:¥ -~ N la aplicaci6n definida por

n/2 si nes par

Jn) =

n+3 sines impar

Se trata de analizar el comportamiento de / por aplicaciones reitera-
das. Por ejemplo:

1-4-+2-1
346=3
721025 =28~4-22=1

Probemos que por la aplicacién reiterada de esta aplicacién se llega
siempre a 1 oa 3. As{la proposicién P(n) afirmarfa que f'(n) =16 3
para un cierto . Debemos probar que se cumplen 2. b. i) y 2. b. ii).

i) P(1) es verdadera dado que f3(1) = 1.

ii) Supongamos P(%) verdadera para todo k¥ < ny probemos
que es cierta para n. Sin es par, entonces f(n) = n/2 < k; por lo
tanto, reiterando f se llega a ! 6 a 3, Sea, pues, n= 2h + 1, h = 1.
Se tiene que f(n) =2h +4 yf3An)=h+2. Sih+2<n=2h+1es posi-
ble aplicar la hipbtesis inductiva y concluir que la reiteracién de
sobre nllevaa 1 6 3. Queda la posibilidad h+ 2 =2h + 1, o sea h = 1.
En este caso n =3 y sabemos que (3} = 3. Hemos probado, entonces,
que P(n) es verdadera si P(%) lo es para todo # < n. En virtud del
principio de induccién concluimos que P(n) es verdadera para todo n

c) Probar que la suma de los 4ngulosde un poligono de n lados
es § = 2R(n- 2) (R = 90°). Debemos probar que se cumplen 2.¢c.i) y
2. c. ii).

i) Para n = 3 (tridngulo §, = 2R(3 - 2) = 2R), la propiedad
es cierta.

ii) Supongamos que es cierta para n > 3, S, = 2R(n - 2)
(poligono de n lados), y lo probamos para n + 1.

Sea...LMNPQ... un poligono de n + 1
lados. Si se traza la diagonal ¥P, se
obtienen dos poligonos ...LMPQ... vy
MNP;...LMPQ... tiene n lados: §, =
2R(n - 2). MNP es tridngulo: S, = 2R
Syt =8y + Sy =2R(n - 2)+ 2R =2R[(n+
+ 1)-2], lo que demuestra la validez
de la f6rmula.
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4, Ejemplos y Ejercicios

En lo que sigue se dan algunos ejemplos resueltos, asi como tam-
bién ejercicios, con el objeto de familiarizar al lector con el uso del
principio de induccién.

Ejemplo. Hallar el ndimero de subconjuntos de un conjunto finito
de n elementos,

Sea £ un conjunto finito de n elementos. Sin pérdida de generalidad
cabe suponer X = {1, n], el intervalo natural inicial de orden n Sea
P(n) la proposicién: "El ndmero total de subconjuntos de X es 2", Se
probaréd que P(n) es verdadera para todo n €V,

a) P(1) es verdadera. En efecto, X = {1} consta de dos Gnicos
subconjuntos: ¢y {1].

b) Supongamos que P(n) es verdadera: Si X = {1, n) el ndmero
de subconjuntos es 2". Sea X = [1, n+ 1]. Clasifiquemos los subcon-
juntos de X en dos clases:

1!

Az {subconjuntos de X que contienen a n+ 1}, y

B: {subconjuntos de X que no contienen a n+ 1}

Es claro que F es el conjunto de partes de {1, n]y, por lo tanto, 5
tiene 2" elementos (hipétesis inductiva). Ademds, 4 se obtiene de B
agregando a cada subconjunto en B el elemento n + 1; por lo tanto, 4
tiene también 2" elementos. Finalmente, dado que 4 N B = ¢, conclui-
mos que el conjunto de partes de X tiene 2** elementos, 1o cual esta-
blece la validez de P(n + 1).

Se sigue del principio de induccién que todo conjunto finito de n
elementos posee un total de 2° subconjuntos,

Ejercicio. Sea f:N - ¥ definida por
n/2, sines par
Jin): =4 3n+ 1, si nes de la forma 4% + 1
3n -1, si nes de la forma 4k - 1
Por ejemplo,
3+8~4-22-1
T=20=10=25=216=8=4=22=1

Probar que la aplicacién reiterada de f conduce a 1.

Ejemplo, Probemos que para todo n €%, 54 divide a 2®** - 9n® +
+3n- 2.

a) Para n = 1, se verifica que 54 divide a 0. P(1) es ver-
dadera.



b) Supongamos que P(n) es verdadera y lo probamos paran + 1.
Se tiene:

2%V _g(n+ 1P+ 3(n+ 1) -2 = 2% 90430 2) . 224

+220 9 P o3 « 2R+ 89 +2n+ )+3(n+D) - 2

I}
i

(mult. 54) + 9n”(2% - 1)-3n2%+6-1) + (8- 9+ 1)

(mult. 54) + nin - 1) s 27

n

y como 2 divide a n{n - 1) = mult. 54.

Luego, P(n+ 1) es verdadera y, por el principio de induccibén, P(n)
es verdadera para todo n.

Ejercicios.

a) Probar Vn, n €N:

i) 1+2+3+4+..., +n = 2”’
ii) 1+3+5+... +2n-1) = r&
P 2 2 2 2 nein+ 1) (n+2)
+2°+3°% 4 + =
iii) 1 2 3 n g . 123
ne(n+1)°
i) 124224304 +pe = (2R
ne{n+l) s 2n+1) » 3rf+3n-1)
v) 1P+ 43t .+ = .
30
. + . +
Vi) 1+242+3+.. . +pe(nt1) =@ (n+2)
3
vii) 0¢142+1%2¢34+2¢3 ¢4+, . +(n-1)sns(n+l)=
=1e(nP+n e (P+n-2).
viii) 12+3%+5%+  +@2n-1% = 2en.@n®- 1.

b. Probar inductivamente las f6rmulas siguientes:

i) Progresibn aritmética:

+
Va, b, €R, Vn, nE€N: a+(a+b)+(a+2b)+... +ia+nb) =(1-L)(22_a__nb_)

ii) Progresién geométrica:

n+l

1-4

Va, g €R, g#1, VYn, n€l: a +ag +ag®+... + ag® = a » T



c) Analizar, en la proposicién que sigue, qué hipbtesis del
principio de induccién en su primera forma no se satisface:

P(n): n*>2n+1

Establecer por induccién para cuiles valores de nla proposicién es
verdadera,

d) Analizar, en las siguientes proposiciones, qué hip6tesis del
principio de induccibén no se satisfacen:

P(n); n*+n+41 es primo;
P(n): n° - n+41 es primo;

Pin): n° - 79n + 1601 es primo;

- +
n- 1}{n+1) P
2

Piny: N

P(n): /n ew.
e} Probar que Vn, n €¥:
i) 7® - 48n - 1 es divisible por 2304.
124 ii) 7® + 16n - 1 es divisible por 64.

3342 _ 2™ o5 divisible por 7.

iii)
iv) 10%°*% + 10®™* 4 ] es divisible por 111.
v) 22" _ 91 + 3n - 2 es divisible por 54.
f) Sucesién de Fibonacci, Esta es la sucesién definida recur-
sivamente por u; = 1, ug=1, Ug = 2 y U, =Uyq *+ U2 sin>2 Por
ejemplo: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,...

i) Probar que para todo n natural la férmula de Binet:

- 1, 1+/5. (L =By,
N .

ii} Probar que para todo n natural (u,, Uyn)= 1, 0 sea: tér-
minos sucesivos de la sucesién de Fibonacci son coprimos.

iii) Probar que para todo par n, m de nGmeros naturales
A) Upty = Upgey * Uy T Uy * Uph -
b) unlu’nu'

(Sugerencia., Hacer induccién en n. )



iv) Seam=gn+renl. Probar que (i, U,) = (¥, Uu,).

(Sugerencia. (uu’ u‘) = (uqn'l‘rr un) = (uqn-lu‘r + u’anr"'l’
Up) = (Uguaalys Up) = (U, Uy) Pues (U, Ugpm) = L)

v) Probar que para todo par n, m de ndmeros naturales

) =

, k72 L Y
ar Tm/ “Anem/°
vi) Probar que u,,,\u,lll si, y s6lo si, n\m.

Nota Histérica, Leonardo de Pisa, también llamado Fibonacci
(contraccién de 'hijo de Bonacci'') es considerado como uno de los
matemdticos mis destacados de la Edad Media. Su gran obra es el
libro '"Liber Abaci' (1202 y su revisién de 1228), escrito en el espiri-
tu de lamatemé&tica ardbiga, donde introduce el sistema de numeracién
decimal. En este libro aparece un curioso problema conocido con el
nombre de ''problema de los conejos', paria contculorum: Un hombre
posee una pareja de conejos en un recinto cerrado., Si los hdbitos de
reproduccién son que cada pareja procrea una pareja al segundo mes
de nacimiento, jcuidntas parejas pueden engendratrse en un afio? In-
diquemos con 4 a la pareja adulta y con B a la pareja bebé. En un
diagrama, se tiene:

I

N
J\E\A
NN,

Se ve que el diagrama sigue el esquema de la sucesién de Fibonacci.
Si el 1 de enero se tiene una pareja adulta, entonces el 31 de diciem-
bre se tendrdn 377 parejas.
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269
271
277
281
283
293
307
311
313
317
331
337
347
349
353
359
367
373
379
383
389
397
401
409
419
421
431
433
439
443
449
457
461
463
467
479
487
491
499
503
509
521
523
541
547
557
563
569
571
577
587
593
599
601
607
613

TABLA DE PRIMOS MENORES QUE 10, 000

617
619
631
641
643
647
653
659
661
673
677
683
691
701
709
719
727
733
739
743
751
757
761
769
773
787
797
809
811
821
823
827
829
839
853
857
859
863
877
881
883
887
207
211
9219
929
237
241
947
953
967
971
977
283
9291
997

1009
1013
1019
1021
1031
1033
1039
1049
1051
1061
1063
1069
1087
1091
1093
1097
1103
1109
1117
1123
1129
1151
1153
1163
1171
1181
1187
1193
1201
1213
1217
1223
1229
1231
1237
1249
1259
1277
1279
1283
1289
1291
1297
1301
1303
1307
1319
1321
1327
1361
1367
1373
1381
1399
1409
1423

APENDICE II

1427
1429
1433
1439
1447
1451
1453
1459
1471
1481
1483
1487
1489
1493
1499
1511
1523
1531
1543
1549
1553
1559
1567
1571
1579
1583
1597
1601
1607
1609
1613
1619
1621
1627
1637
1657
1663
1667
1669
1693
1697
1699
1709
1721
1723
1733
1741
1747
1753
1759
1777
1783
1787
1789
1801
1811

1823
1831
1847
1861
1867
1871
1873
1877
1879
1889
1901
1907
1913
1931
1933
1949
1951
1973
1979
1987
1993
1997
1999
2003
2011
2017
2027
2029
2039
2053
2063
2069
2081
2083
2087
2089
2099
2111
2113
2129
2131
2137
2141
2143
2153
2161
2179
2203
2207
2213
2221
2237
2239
2243
2251
2267

2269
2273
2281
2287
2293
2297
2309
2311
2333
2339
2341
2347
2351
2357
2371
2377
2381
2383
2389
2393
2399
2411
2417
2423
2437
2441
2447
2459
2467
2473
2477
2503
2521
2531
2539
2543
2549
2551
2557
2579
2591
2593
2609
2617
2621
2633
2647
2657
2659
2663
2671
2677
2683
2687
2689
2693

2699
2707
2711
2713
2719
2729
2731
2741
2749
2753
2767
2777
2789
2791
2797
2801
2803
2819
2833
2837
2843
2851
2857
2861
2879
2887
2897
2903
2909
2917
2927
2939
2953
2957
2963
2969
2971
2999
3001
3011
3019
3023
3037
3041
3049
3061
3067
3079
3083
3089
3109
3119
3121
3137
3163
3167

3169
3181
3187
3191
3203
3209
3217
3221
3229
3251
3253
3257
3259
3271
3299
3301
3307
3313
3319
3323
3329
3331
3343
3347
3359
3361
3371
3373
3389
3391
3407
3413
3433
3449
3457
3461
3463
3467
3469
3491
3499
3511
3517
3527
3529
3533
3539
3541
3547
3557
3559
3571
3581
3583
3593
3607
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Continuacidén...

3613 4079 4567 5051 5557 6053 6553 7027 7573
3617 4091 4583 5059 5563 6067 6563 7039 7577
3623 4093 4591 5077 5569 6073 6569 7043 7583
3631 4099 4597 5081 5573 6079 6571 7057 7589
3637 4111 4603 5087 5581 6089 6577 7069 7591
3643 4127 4621 5099 5591 6091 6581 7079 7603
3659 4129 4637 5101 5623 6101 6500 71012 2a69
3671 4133 4639 5107 5639 6113 6607 7109 7621
3673 4139 4643 5113 5641 6121 6619 7121 7639
3677 4153 4649 5119 5647 6131 6637 7127 7643
3691 4157 4651 5147 5651 6133 6653 7129 7649
3697 4159 4657 5153 5653 6143 6659 7151 7669
3701 4177 4663 5167 5657 6151 6661 7159 7673
3709 4201 4673 5171 5659 6163 6673 7177 7681
3719 4211 4679 5179 5669 6173 6679 7187 7687
3727 4217 4691 5189 5683 6197 6689 7193 7691
3733 4219 4703 5197 5689 6199 6691 7207 7699
3739 4229 4721 5209 5693 6203 6701 7211 7703
3761 4231 4723 5227 5701 6211 6703 7213 7717
3767 4241 4729 5231 5711 6217 6709 7219 7723
3769 4243 4733 5233 5717 6221 6719 7229 7727
3779 4253 4751 5237 5737 6229 6733 7237 7741
3793 4259 4759 5261 5741 6247 6737 7243 7753
3797 4261 4783 5273 5743 6257 6761 7247 7757
3803 4271 4787 5279 5749 6263 6763 7253 7759
128 3821 4273 4789 5281 5779 6269 6779 7283 7789
3823 4283 4793 5297 5783 6271 6781 7297 7793
3833 4289 4799 5303 5791 6277 6791 7307 7817
3847 4297 4801 5309 5801 6287 6793 7309 7823
3851 4327 4813 5323 5807 6299 6803 7321 7829
3853 4337 4817 5333 5813 6301 6823 7331 7841
3863 4339 4831 5347 5821 6311 6827 7333 7853
3877 4349 4861 5351 5827 6317 6829 7349 7867
3881 4357 4871 538, 5839 6323 6833 7351 7873
3889 4363 4877 5387 5843 6329 6841 7369 7877
3907 4373 4889 5393 5849 6337 6857 7393 7879
3911 4391 4903 5399 5851 6343 6863 7411 7883
3917 4397 4909 5407 5857 6353 6869 7417 7901
3919 4409 4919 5413 5861 6359 6871 7433 7907
3923 4421 4931 5417 5867 6361 6883 7451 7919
3929 4423 4933 5419 5869 6367 6899 7457 7927
3931 4441 4937 5431 5879 6373 6907 7459 7933
3943 4447 4943 5437 5881 6379 6911 7477 7937
3947 4451 4951 5441 5897 6389 6917 7481 7949
3967 4457 4957 5443 5903 6397 6947 7487 7951
3989 4463 4967 5449 5923 6421 6949 7489 7963
4001 4481 4969 5471 5927 6427 6959 7499 7993
4003 4483 4973 5477 5939 6449 6961 7507 8009
4007 4493 4987 5479 5953 6451 6967 7517 8011
4013 4507 4993 5483 5981 6469 6971 7523 8017
4019 4513 4999 5501 5987 6473 6977 7529 8039
4021 4517 5003 5503 6007 6481 6983 7537 8053
4027 4519 5009 5507 6011 6491 6991 7541 8039
4049 4523 5011 5519 6029 6521 6997 7547 8053
4051 4547 5021 5521 6037 6529 7001 7549 8059
4057 4549 5023 5527 6043 6547 7013 7559 8069

4073 4561 5039 5531 6047 6551 7019 7561 8081
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8087
8089
8093
8101
8111
8117
8123
8147
8161
8167
8171
8179
8191
8209
8219
8221
8231
8233
8237
8243
8263
8269
8273
8287

8291
8293
8297
8311
8317
8329
8353
8363
8369
8377
8387
8389
8419
8423
8429
8431
8443
8447
8461
8467
8501
8513
8521
8527

8537
8539
8543
8563
8573
8581
8597
8599
8609
8623
8627
8629
8641
8647
8663
8669
8677
8681
8689
8693
8699
8707
8713
8719

8731
8737
8741
8747
8753
8761
8779
8783
8803
8807
8819
8821
8831
8837
8839
8849
8861
8863
8867
8887
8893
8923
8929
8933

8941
8951
8963
8969
8971
8999
2001
9007
2011
9013
9029
9041
2043
2049
3059
2067
9091
9103
9109
9127
9133
9137
9151
9157

9161
9173
2181
9187
9199
9203
9209
9221
9227
9239
9241
9257
9277
9281
9283
9293
9311
9319
9323
9337
9341
9343
9349
9371

9377
9391
9397
9403
9413
9419
9421
9431
9433
9437
9439
2461
9463
2467
9473
9479
9491
9497
9511
9521
9533
9539
9547
9551

9587
9601
9613
9619
9623
9629
9631
9643
9649
9661
9677
9679
9689
9697
9719
9721
9733
9739
9743
9749
9767
2769
9781
9787

9791
2803
9811
9817
9829
9833
9839
9851
9857
9859
9871
92883
9887
9901
9907
2923
9929
9931
9941
9949
9967
9973
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de divulgacién es Scientific American. En ella se publican los famosos
articulos de Martin Gardner.
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